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Halmazok, logika, bizonyitasi médszerek

1.1. Halmazok

A halmaz alapfogalom, nem definidljuk. Taldn dgy tudjuk koriilirni, hogy valamilyen dolgok
0sszessége.
Egy halmazt az elemei hatdroznak meg. Az elemek benne vannak a halmazban. Jelolés: a € A,
azaz az a elem benne van az A halmazban. Annak a jelolése, hogy a b elem nincs benne az A
halmazban: b ¢ A.
Példak halmazokra, elemekre:

— A val6s szamok halmaza.

— H={z:z€Z,zparos }, —-4€H, H¢H

1.1. Definicié: Két halmaz egyenld, ha ugyanazok az elemei.
1.2. Definicié: Az iires halmaz az a halmaz, amelyiknek nincs eleme.

1.3. Definicio: Azt mondjuk, hogy K részhalmaza H-nak, ha K minden eleme benne van H-ban.
Jelolés: K C H.

Egy halmaz mindig részhalmaza 6nmagénak.

Példak halmazokra, részhalmazokra:
— QCR
— NCQ

Fontos: Nem szabad dsszekeverni a halmaz elemét a halmaz részhalmazaval. Példaul N C Q, mert
minden nemnegativ egész szam raciondlis is, de N ¢ Q, mert Q elemei a raciondlis szdmok, és N
nem egy darab raciondlis szdm, hanem (végtelen) sok egész szam.

A halmazokat Venn-diagrammal is szoktuk szemléltetni.

A halmazok kozott miveleteket is végezhetiink:

1.4. Definicio: Az A és B halmazok

— unidja vagy egyesitése az a C' halmaz, amelyik tartalmazza azokat az elemeket, amelyek A
és B koziil legalabb az egyikben benne vannak. Jelolés: C' = AU B.

— metszete vagy kozos része az a C' halmaz, amelyik tartalmazza azokat az elemeket, A-ban
is, és B-ben is benne vannak. Jelolés: C' = AN B.
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— kiilonbsége az a C' halmaz, amelyik azokat az elemeket tartalmazza, amelyek A-ba benne
vannak, de B-ben nem. Jelolés: C' = A\ B.

1.5. Definicié: Az A és B halmazokat diszjunktaknak nevezziik, ha a metszetiik az tires halmaz:
ANB=0.

1.6. Definicié: Legyen H egy rogzitett halmaz, és legyen A C H. Ekkor az A halmaz H-ra
vonatkozé komplementere az A = H \ A halmaz.

1.7. Tétel: A de Morgan-féle azonossdgok: ANB=AUBé AUB = ANB.

A kovetkezd Venn-diagramok a halmazmiiveleteket szemléltetik:

AUB ANB

@H

o

A\ B

1.8. Tétel: Azonossagok:
— ACA
—0cA
— Ha AC Bés B C C,akkor A C C.
ANA=
— A\D=A
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— AUA=A
— ANA=A
— AUB=BUA
— ANB=BNA

1.2. Logikai miiveletek, igazsagtablazatok

Azokat a mondatokat, amelyekhez j6zan €sszel az igaz vagy hamis logikai értékek valamelyikét
hozzarendelhetjiik, allitisoknak nevezziik.

Nem minden mondat allitas.

Példak olyan mondatokra, amelyek nem allitasok:
— Miért nem siit a nap?

— Ez a mondat nem igaz.
Példak allitasokra:

— Most nem siit a nap. (Lehet igaz is, lehet hamis is.)
— A logaritmus fiiggvény a pozitiv szdmokon van értelmezve. (Igaz.)
— A logaritmus fiiggvény a negativ szdmokon van értelmezve. (Hamis.)
Az allitasokat logikai miiveletekkel kapcsolhatjuk 6ssze. A logikai miiveletek: konjunkcié (vagy

,,68”), diszjunkcio (vagy ,,vagy”), negacié (vagy tagadds), implikacio (vagy kovetkeztetés).
Jeloljon A és B éllitasokat, igy a logikai miiveletek jelolése:

— konjunkcio: AN B
— diszjunkciéo: AV B
— negaci6: A vagy - A
— implikacié: A - Bvagy A = B
A logikai miiveletek értelmezése:
— A A B pontosan akkor igaz, ha A is igaz, és B is igaz.
— AV B pontosan akkor hamis, ha A is hamis, és B is hamis.
— A vagy —A pontosan akkor igaz, ha A hamis.

— A = B pontosan akkor hamis, ha A igaz, és B hamis.
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Megjegyzések:

,,A pontosan akkor igaz...”, azt jelenti, hogy minden mds esetben hamis.

,»A pontosan akkor hamis...”, azt jelenti, hogy minden mas esetben igaz.

A ,,vagy”’-gyal 0sszekotott allitds akkor is igaz, ha mindkét rész 4llitds igaz. A matematikdban

az ugynevezett ,,megengedo vagy’’-ot hasznaljuk.

Az A = B implikéci6 arr6l sz6l, hogy minden olyan esetben, amikor A igaz, B-nek is
teljesiilnie kell. Arrdl nem sz6l az implikacié, hogy mi van akkor, ha A hamis. Ezért értelmes
az implikaciét igy definidlni, hogy A = B igaz legyen azokban az esetekben, amikor A
hamis, fiiggetleniil attol, hogy B igaz vagy hamis. Tehat hamis allitdsbdl minden kovetkezik.
Ezt azért fontos tudnunk, mert igy latjuk, hogy hamis allitasbol kiindulva nem tudunk semmit
bizonyitani, hamis 4llitdsbdl ugyanis minden igaz és minden hamis éllitds kovetkezik.

1.9. Definicié: Az A és B dllitasok ekvivalensek (jele: A <= B),ha A = Bés B — Ais

teljesiil, vagyis a két allitas kolcsondsen kovetkezik egymasbol.
A logikai miiveleteket igazsagtabldzatokkal is fel lehet irni:

AlBRANB|AVB|A =B
1]1 1 1 1
1]h h 1 h
h]i h i i
h | h h h i

Al -A
1 h
h 1

A logikai miiveletekkel 6sszekapcsolt allitdsok tagaddsait is felirhatjuk tablazatba.
Fontos: Egy dllitasnak €s a tagaddsanak mindig ellentétes a logikai értéke.

AlBl~(AAB)=-Av-B|~(AVB)=-AA-B| (A= B)=AA-B
i|i h h h

i|n i h i

h i i h h

h|h i i

Példak igaz allitasokra:

— A 4 péros szam.

— A 4 péros szdm és 5 > 2.

— A 4 péros szdm vagy 5 > 2.
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— A 4 pératlan szam vagy 5 > 2.
— A 4 péros szdm vagy 5 < 2.

— Ha 4 péros szadm, akkor 5 > 2.
— Ha 4 pératlan szam, akkor 5 > 2.

— Ha 4 paratlan szdm, akkor 5 < 2.
Példak hamis éllitdsokra:

— A 4 pératlan szam.

— A 4 paros szam és 5 < 2.

— A 4 pératlan szdm és 5 > 2.
— A 4 pératlan szdm és 5 < 2.
— A 4 pératlan szdm vagy 5 < 2.

— Ha 4 péros szam, akkor 5 < 2.
Példak allitasokra és a tagaddsukra:

— Allitas: A csitdri hegyek alatt leesett a hé.
Tagadasa: A csitari hegyek alatt nem esett le a hé.

— Allitas: Nem vagy itt j6 helyen, és nem vagy valé nekem.
Tagadasa: J6 helyen vagy itt, vagy nekem valé vagy.

— Allitas: Esik az es6 és nem taldlsz ram.
Tagadasa: Nem esik az es6 vagy ram taldlsz.

— Allitas: Nem bérelek ki egy jO nagy puputevét vagy nem jarom be Kenyat.
Tagadasa: Kibérelek egy j6 nagy puputevét és bejarom Kenyat.

— Allitas: A vildg a jéra éhes vagy az ember a széptdl ékes.
Tagadasa: A vildg nem a jora éhes és az ember nem a széptdl ékes.

— Allitas: Haitt a nyér, akkor meleg az idd.
Tagadasa: Itt a nyar, és nem meleg az ido6.

A logika elemeit azért kell ismerniink, hogy a bizonyitdsainkban csak helyes 1épéseket végezziink.
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1.3. Bizonyitasi mddszerek: direkt, indirekt

Ahogy maér irtuk, a matematikaban az axiomék kivételével minden allit4st bizonyitani kell. Az egy-
szerli vagy egyszeriinek latsz6 allitdsokat is. Bizonyitds kozben felhaszndlhatjuk az axiomékat €s
a mdr korabban bizonyitott dllitdsokat. Ez nem jelenti azt, hogy valéban mindig mindent bizonyi-
tani fogunk, erre idénk sem lesz, ehelyett elfogadjuk, hogy masok mar bizonyitottdk a megfeleld
allitasokat, tételeket.

Ugyanakkor a feladatok gyakran szolnak allitdsok bizonyit4sarol.

A bizonyitdsokat éppen igy meg lehet tanulni, mint a matematika tobbi részét.

A feladatok egy része megmondja, hogy mit kell bizonyitani.

1
Példa: Bizonyitsuk be, hogy 1 +2+3+---+n = w aholn € NT.

Ilyenkor végig kell gondolni az allit4st, és hogy milyen bizonyitdsi médszerek johetnek széba. Itt
példaul bizonyithatunk teljes indukcidval vagy felhaszndlhatjuk a szdmtani sorozat 6sszegképletét.
Sok esetben a feladat csak kérdez, és nem mondja meg, hogy mit kell bizonyitani.

Példa: Van-e olyan N € NT szdm, amelyikre teljesiil, hogy ha n > N, akkor n? > n + 10, ahol
n € Nt?

Ahhoz, hogy tudjuk, hogy mit akarunk bizonyitani sejtésekre van sziikségiink. A sejtésekhez
rajzokkal, konkrét értékek kiszamitdsaval juthatunk el. Nagyon fontos, hogy meg tudjuk kiilonboz-
tetni a sejtéseket a bizonyitott allitasoktol.

Ha az el6z06 példat akarjuk megoldani, érdemes probalkozni:

n=1ren? =1 n+10=11

n=2ren? =4, n+10=12

n=3ran’>=9 n+10=13

n=4ren?>=16, n+10=14

n=>5ren?=25 n+10=15

Most az a sejtésiink, hogy igen, van ilyen N szdm. Ha mar van sejtésiink, akkor el kell kezdeni
a bizonyitast. A bizonyitds nem azonos a bizonygatdssal. Az, hogy ,latszik, hogy igaz”, nem
bizonyitas.

Az el6z6 sejtést becsléssel bizonyithatjuk be: n + 10 < n +n, han > 10. Tehat, ha n > 10, akkor
n+ 10 < n +n = 2n, tovabbd ha n > 2, akkor 2n < n2. Vagyis, han > 10 > 2, akkor az 6sszes
egyenlStlenség teljesiil a kbvetkezd becslésben: n + 10 < n +n = 2n < n?, tehat az N = 10 j6
megoldas. Most NV = 10 esetben bizonyitottuk a sejtést.

Megjegyzés: az teljesen érdektelen, hogy esetleg 10-nél kisebb jé megolddsa is van a feladatnak.

Egy tjabb példa: Van-e olyan N € N*, amelyikre teljesiil, hogy ha n > N, akkor 2" > n*, ahol
n e Nt?

Prébalkozzunk most is:

n=1re2'=2 14=1

n=2re22=4 2*=16

n=3ra2’=8 31=281



Halmazok, logika, bizonyitdsi médszerek 10 U

n = 4-re2* =16, 4*=256

n=>hre2’ =32, 5*=625

Most az a sejtés alakulhat ki, hogy a feladatban szerepld N nem létezik, és ez ,latszik” is. A
,latszik” nem bizonyitds. Ha megprobdljuk a sejtésiinket bizonyitani, és azt tapasztaljuk, hogy nem
sikeriil, két lehet6ség van: az egyik az, hogy iigyetlenek vagyunk, és ezért nem sikeriil bizonyitani,
a masik lehet&ség az, hogy nem is igaz a sejtésiink. Tehdt, ha nem sikeriil egy bizonyitds, érdemes
megvaltoztatni a sejtést. Ebben az esetben a megvaltoztatott sejtést kell bizonyitani.

Megjegyzés: példaul teljes indukcidval is lehet bizonyitani, hogy van olyan N € N*, amelyikre
teljesiil, hogy ha n > N, akkor 2" > n%, ahol n € N*. Ezt a bizonyit4st most nem {rjuk le.

A bizonyitasokndl figyeljiink oda, hogy csak a feladatban megadott feltételeket hasznaljuk fel!
A megoldas sordn minden sejtést igazoljunk!

A bizonyitasi modszerek koziil kettdvel foglalkozunk: a direkt és az indirekt bizonyitassal.

Direkt bizonyitas:
A direkt bizonyitasnal igaz allitasbol indulunk ki, és helyes matematikai 1épésekkel jutunk el a
bizonyitandé allitashoz.

Példa direkt bizonyitasra: A szamtani-mértani k6zép egyenlGtlenség bizonyitasa.

A direkt bizonyitasokndl nagyon kell figyelni arra, hogy nem a bizonyitandé allitasboél indulunk
ki, hiszen arrél nem tudjuk, hogy igaz-e, csak majd a bizonyitds utdn. Ha hamis allitdsbdl indulunk
ki, barmit levezethetiink, 1d. a megjegyzést az implikéacidonal.

Példa olyan hibas bizonyitasra, amikor hamis allitasb6l indulunk ki:

Az a sejtésiink, hogy 1 = 2. Az egyenldség mindkét oldalat 0-val megszorozva a 0 = 0 igaz
allitashoz jutunk. Abbdl, hogy a végeredmény igaz, nem kovetkeztethetiink arra, hogy a kiindulas
is igaz volt.

Ezért figyeltiink oda a szamtani-mértani k6z€p egyenlbtlenség bizonyitdsakor, hogy igaz allitasbol
induljunk ki.

Nem minden esetben tudjuk el6re, hogy melyik az az igaz allitds, amibdl ki kell indulni. Termé-
szetesen gondolkozhatunk visszafele, probédlkozhatunk a bizonyitand¢ allitas alakitasdval, és azzal,
hogy igy jussunk el egy igaz éllitdshoz, de a megoldas végén a bizonyitas leirdsakor az igaz allitas-
bél kiindulva Kell eljutni helyes lépéseken Kkeresztiil a bizonyitandé allitashoz. Az igaz allitas
a START, a bizonyitandé allitds a CEL. Segithet, ha visszafele bejarjuk a palyat, de a versenyen a
STARTBOL kell kiindulni, és a CELBA kell beérkezni.

Indirekt bizonyitas:
Az indirekt bizonyitdsndl feltessziik a bizonyitand6 4llitas tagadasat (1d. logikai miveletek), ez
az indirekt feltevés, majd ebbdl az indirekt feltevésbol kiindulva helyes matematikai 1épéseken
keresztiil ellentmonddsra jutunk. Az ellentmondds azt jelenti, hogy az indirekt feltevés hamis, tehat
az eredeti 4llit4s igaz.

Példa indirekt bizonyitasra:/2 irracionalitdsanak bizonyitdsa.
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Az indirekt bizonyitdsndl arra kell figyelniink, hogy helyesen fogalmazzuk meg a bizonyitandé
allitas tagadasat. Hibas tagadds hibds bizonyitashoz vezet. Annak a tagaddsa, hogy ,.ez a toll kék”,
az, hogy ,.ez a toll nem kék”. Nem tagaddsa az ,,ez a toll kék” éllitdsnak sem az, hogy ,.ez a toll
piros”, sem az hogy ,.ez a toll nem kék, hanem piros”.

Példa olyan hibas bizonyitasra, amikor rosszul fogalmazzuk meg az indirekt feltevést:

Az a sejtésiink, hogy ha z2 > 4, akkor x > 2. A sejtést indirekt médon prébaljuk bizonyitani.
A hibdsan megfogalmazott indirekt feltevés: Ha x? > 4, akkor z < 2. Az igy megfogalmazott
indirekt feltevés biztosan nem igaz, ellenpélda az x = 3, hiszen 32 =9 > 4,és3 > 2. Tehat
az indirekt feltevés nem igaz. Ebbdl helyesen megfogalmazott indirekt feltevés esetén kovetkezne,
hogy az eredeti allitds igaz. Most viszont nem kovetkezik, és az eredeti allitds nem is igaz: példaul
r=—3esetén (—3)? =9 >4és -3 < 2.

1.4. Hogyan indokoljunk?

Sok feladat tesz fel olyan jellegli kérdést, hogy ,,igaz-e, lehet-e, kovetkezik-e” valami, és a feladat
végén ott van, hogy ,,a valaszt indokoljuk meg”™!
A helyes indoklashoz tudnunk kell, hogy mikor milyen jellegii indoklast kell adnunk.

Most kiilonb6z6 tipusu feladatokra néziink példédkat.

Az ,Igaz-e minden esetben?” tipust feladatok:

Példa: Igaz-e, hogy minden olyan esetben, amikor az egyenldség mindkét oldala értelmes, akkor
V1 —sin® x = cos z?

Megoldas: Els6 1épés a két oldal értelmezési tartomanyanak vizsgalata: mindkét oldal értelmezve
van a valds szdmok halmazan. Ha az egyenldség mindkét oldalat négyzetre emeljiik, akkor egy azo-
nossagot kapunk a valds szamok halmazan. A kérdés az, hogy az eredeti egyenl6ség ekvivalens-e
a négyzetre emelés utini egyenldséggel. Az a sejtésiink, hogy nem, mert az eredeti egyenl6ség bal
oldala nem lehet negativ, a jobb oldala viszont igen. Tehat a sejtésiink €s a valaszunk az, hogy a két
oldal nem lesz minden valds x-re egyenld. Ezt a vdlaszt tigy tudjuk megindokolni, hogy mutatunk
egy olyan x értéket, amely nem elégiti ki az egyenl&séget, példaul az x = 7 j6 lesz ellenpéldanak.

Ha ugyanis v = 7, akkor /1 —sin’7m = /1 —-0=1# —1 = cos.

Tehat, ha a kérdés ugy hangzik, hogy ,,Igaz-e minden esetben?”, és a vdlasz az, hogy ,,nem”,
akkor elég egyetlen ellenpéldat megadnunk. Természetesen mindig meg kell mutatnunk, hogy az
ellenpélda valéban ellenpélda.

Megjegyzés: A feladatban nem feltétleniil szerepel a ,,minden esetben” kifejezés. Ha egy allitasrol
altaldnosan besz€liink, akkor mindig a ,,minden esetre” gondolunk. Tehdt az el6bbi példat ugy is
megfogalmazhattuk volna, hogy ,,Igaz-e, hogy v/1 — sin® z = cos z?” A vélasz az, hogy nem igaz,
és egyetlen ellenpélda j6 indoklasnak.

Példa: Igaz-e, hogy két szigorian monoton novd fliggvény Gsszege szigortian monoton novd, ha
mindkét fliggvény értelmezve van a teljes szdmegyenesen?
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Megoldas: Probalkozhatunk néhany konkrét példaval. Mindig segit, ha ilyenkor vdzoljuk néhany
konkrét fiiggvény grafikonjit. Kialakul a sejtésiink, hogy a kérdésre az ,,igaz” valasz lesz a jé.
Most viszont nem elég, ha konkrétan mutatunk példat arra, amikor az 4llitas igaz, hiszen minden
szigordian monoton novd fiiggvénypart ellendrizniink kellene, ami lehetetlen. Ilyenkor bizonyitunk.
Legyen f és g szigortian monoton novd. Ez azt jelenti, hogy ha x1 < x9, akkor f(z1) < f(z2) és
g(x1) < g(z2). Az egyenlStlenségeket sszeadva f (1) + g(z1) < f(x2) + g(x2), tehét az dllitds
igaz.

Tehat, ha a kérdés tgy hangzik, hogy ,.,Igaz-e minden esetben?”, és a vélasz az, hogy ,,igen”, akkor
az indoklds az altalanos bizonyitas.

A ,Kovetkezik-e?” tipusi kérdésnél ugyanolyan jellegli indoklast kell adnunk, mint az ,Igaz-e?”
kérdésnél.

A ,Lehet-e?” tipust feladatok:

Példak:
— Lehet-e két irraciondlis szdm Osszege raciondlis?
Megoldas: El6szor at kell gondolni, hogy mi mindent tudunk az irraciondlis szamokrol,
aztan probdlkozhatunk konkrét példdkkal: V2 + \/§, V2 + /2, ésaza sejtésiink, hogy a
valasz ,,nem”. Megprobaljuk a sejtést bebizonyitani, de nem sikeriil. Talan azért nem, mert
nem is igaz a sejtés. Megvaltoztatjuk a sejtést arra, hogy igen, két irraciondlis szam Osszege
lehet raciondlis. Ezt valamilyen konkrét példaval tudjuk megindokolni. Példa: v/2 és —v/2.
Adjuk 6ssze a két szdmot: V2 + (—v/2) =0 € Q.

— Lehet-e két szigordan monoton csokkend fiiggvény 0sszege szigorian monoton nove?

Megoldas: Probalkozhatunk néhdny konkrét példaval. Mindig segit, ha ilyenkor vazoljuk
néhiny konkrét fiiggvény grafikonjit. Kialakul a sejtésiink, hogy a kérdésre a ,,nem lehet”
valasz lesz a j6. Most viszont nem elég, ha konkrétan mutatunk példat arra, amikor az éllitas
nem igaz, hiszen minden szigorian monoton csokkend fiiggvénypart ellendrizniink kellene,
ami lehetetlen. Ilyenkor bizonyitunk. Legyen f és g szigorian monoton csokkend. Ez azt
jelenti, hogy ha z1 < xo, akkor f(z1) > f(x2) és g(x1) > g(x2). Az egyenlGtlenségeket
osszeadva f(x1) + g(z1) > f(z2) + g(x2), tehdt az osszegfiiggvényre nem teljesiilhet a
szigordan monoton novekedés definiciGja, ami szerint az f(x1) + g(x1) < f(z2) + g(x2)
egyenldtlenségnek kellene teljesiilnie.

Tehat, ha a kérdés ugy hangzik, hogy ,,Lehet-e?”, és a vdlasz az, hogy ,,igen”, akkor az indoklds
egy példa. Természetesen meg kell mutatni, hogy a példa valéban j6. Ha viszont a vélasz az, hogy
,nem lehet”, akkor az indoklds az 4ltaldnos bizonyit4s.

Fontos: Az ,,igaz-e, lehet-e, kovetkezik-e” tipusu feladatok megoldasakor néhdny konkrét példara
vagy kordbbi ismeretekre, tapasztalatokra timaszkodva eloszor ki kell alakitani egy sejtést. A
sejtés hatarozza meg, hogy példat, ellenpéldét keresiink, vagy bizonyitani probalunk egy allitast. Ha
az indoklds nem sikeriil, érdemes a sejtést megvaltoztatni. Lehet, hogy a megoldas sordn tobbszor
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is valtozik a sejtésiink. Ha latjuk, hogy miért nem tudunk példit vagy ellenpélddt mutatni, az
megkonnyiti a bizonyitast, illetve, ha latjuk, hogy miért nem tudunk bizonyitani, példaul milyen
feltétel hidnyzik, az megkonnyiti a példa, ellenpélda gyartasat.
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1.5. Feladatok

Biztatdsul kozlom, hogy tévesnek bizonyult a cafolata annak a hiresztelésnek, mely
szerint mégsem hazugsig azt tagadni, hogy lesz olyan hallgatd, akinek egy analizis
feladatot sem kell megoldania ahhoz, hogy ne bukjon meg.
(Baranyai Zsolt)

Igaz-e tetszoleges A és B halmazokra, hogy

11 | AB=ANB 12 | (auBpB=4
13. | (AB)UB=A A\B = A\B?

Balkezes Bendeguz a bal kezével mindig igaz, a jobb kezével mindig hamis allitasokat

irt. Melyik kezével irta a kovetkezo allitasokat?

5 Minden 9-cel oszthaté négyzetszam oszthat6 3-mal.

6 Minden 8-cal oszthaté szam oszthat6 2-vel és 4-gyel.

7 Minden 8-cal oszthat6 szdm oszthat6 2-vel vagy 4-gyel.
8 Minden 2-re végz6d6 négyzetszam paratlan.

9. | A0 pdros szam.

= = = = =

1.10. | Van olyan piros krokodil, amelyik éppen most ebben a teremben repked.

1.11. | Minden piros krokodil, amelyik éppen most ebben a teremben repked, 17-nél nagyobb prim-
szam.

1.12. | A teremben hallgatok iilnek, az asztalon nyalékak vannak. Ugyanazt jelenti-e a kovetkezd
két mondat?

(a) Minden hallgatéhoz van olyan nyaldka, amelyiket szopogatott.

(b) Van olyan nyaléka, amelyiket minden hallgat6 szopogatott.
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1.13. | Tudjuk, hogy egy buliban minden fid tincolt valamelyik ldnnyal. Kovetkezik-e ebbdl, hogy
minden lany tdncolt valamelyik fidval? Kovetkezik-e az eredeti allitdsbdl, hogy van olyan
lany, aki minden fidval tdncolt?

1.14. | Egy udvarban van 5 kecske és 20 bolha. Tudjuk, hogy van olyan kecske, amelyiket min-
den bolha megcsipett. Kovetkezik-e ebbdl, hogy van olyan bolha, amelyik minden kecskét
megcsipett?

1.15. | Két doboz tetején a kovetkezd feliratok lathatok:

1. Ebben a dobozban egy tdbla csoki van.
2. Ebben a dobozban nincs csoki.

Van-e biztosan csoki valamelyik dobozban, és ha igen, melyikben, feltéve, hogy

(a) mindkét felirat igaz?
(b) mindkét felirat hamis?

(c) pontosan az egyik felirat igaz?

Ha hull a hé, akkor Micimacké fazik. Melyik mondat jelenti ugyanezt?

(a) Ha nem hull a hé, akkor Micimacké nem fazik.

(b) Ha Micimacké nem fazik, akkor nem hull a ho.

Ha hull a hé, akkor Micimacké fazik. Melyik mondat ennek a tagadasa?

(a) Ha nem hull a hé, akkor Micimacké nem fazik.
(b) Ha Micimacké nem fazik, akkor nem hull a hé.
(¢) Ha hull a hé, akkor Micimacké nem fazik.
(d) Ha nem hull a hé, akkor Micimacké fazik.

(e) Hull a ho, és Micimackd nem fazik.

Irjuk le a kivetkez6 mondatok tagadasat!

Minden medve szereti a mézet.

Minden tengerész ismer olyan kikot6t, ahol minden kocsméban jart.

Van olyan méz, amit nem minden medve szeret.
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Tagadjuk a kovetkez6 mondatokat!

Ha itt a nyér, akkor meleg az idd.
A medve télen alszik, az egyetemi hallgat6 nyaron.

Az ausztrdl Gszok azért olyan gyorsak, mert capat alkalmaznak segédedzdnek.

Ha a nagynénikémnek kerekei lennének, akkor 6 lenne a miskolci gyors.

1.25. | Fogadjuk el igaznak a kovetkez§ allitdsokat:

(a) Ha egy allat emlGs, akkor vagy van farka, vagy van kopoltyuja.
(b) Egyik 4llatnak sincs farka.
(c) Minden allat vagy emlds, vagy van farka, vagy van kopoltytja.

Kovetkezik-e ebbdl, hogy minden allatnak van kopoltydja?

Tudjuk, hogy az (a,,) és (b,,) olyan sorozatok, hogy ha a,, > 2520, akkor b,, > 2520.
Mire kovetkeztethetiink abbol, hogy

1.26. | a, > 2520 1.27. | a, < 2520

Matematika orszagban a biré csak a bizonyitékoknak hisz. Példaul, ha Flora azt allitja,
hogy van fekete oroszlan, akkor allitasanak helyességérol meggyozheti a birét azzal, ha
mutat neki egy fekete oroszlant.

1.28. | Flora azt allitja, hogy minden oroszldn fekete. Elég bizonyiték-e, ha mutat a birénak egy
fekete oroszlant?

1.29. | Flora azt allitja, hogy minden oroszlan fekete, Gerzson pedig azt éllitja, hogy Flora téved.
Hogyan bizonyithatnd Gerzson az allitasat?

Vizsgaljuk meg az allitasparokat, hogy kovetkezik-e valamelyikb6l a masik!

P:$2—I—6:0 Qz=2
P:m<3 Q:22-5<9



Halmazok, logika, bizonyitdsi médszerek 17 U

32. | P:zx s 2?2 > 25
. .
P:xQ—a:—6>0 Q:z>2

Matematika orszagban a biré csak a bizonyitékoknak hisz. Példaul, ha Flora azt allitja,
hogy van fekete oroszlan, akkor allitasanak helyességérol meggyozheti a birét azzal, ha
mutat neki egy fekete oroszlant.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

Flora azt dllitja, hogy minden f : (0,00) — R fiiggvénynek, ha van minimuma, akkor a
minimumhelye 1-nél nagyobb vagy a minimum érték pozitiv. Igazat éllit-e Fléra, vagy nem?
Ha igazat 4llit, hogyan indokolhatja a bironak? Ha nem igaz az allitdsa, milyen indokléssal
gy6zhetjiik meg errdl a birdt?

Gerzson azt éllitja, hogy ha egy sorozatban az 5-nél nagyobb indexii tagok 10-nél nagyobbak,
akkor a;, = 200 esetén £ > 10. Igazat allit-e Gerzson, vagy nem? Ha igen, hogyan indokolhat
a birénak? Ha nem igaz az éllitdsa, milyen indokldssal gy6zhetjiik meg errdl a bir6t?

Flora azt dllitja, hogy ha sinx > 0,5, akkor x > m/6. Gerzson szerint Flora allitdsdnak
a tagaddsa igaz. Fogalmazzuk meg Gerzson allitdsat! Melyikiiknek van igaza, és hogyan
indokolhat a birénak?

Gerzson azt dllitja, hogy az z? fiiggvény pdros €s az egész szdmegyenesen monoton. Igazat
allit-e Gerzson? Ha igen, hogyan indokolhat a birénak? Fogalmazzuk meg Gerzson allitas4-
nak a tagaddsat!

Flora azt éllitja, hogy a log, « fliggvény szigorian monoton nd vagy periodikus. Igazat allit-e
Flora?

Hany igaz allitas van a kdvetkezd keretben?

1) A teremben repkedd piros krokodilok primszamok.
2) Ha 22 = y?, akkor v = vy
3) Ha x = y, akkor sin z = sin y.

Hany igaz allitas van a kdvetkezd keretben?

Dva2+b2=a+b
2D)AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
3) Ebben a keretben pontosan 1 igaz éllitds van.
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1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

1.46.

1.47.

1.48.

Ebben a feladatban a Foldet tokéletesen gdomb alakunak képzeljiik. Ezen a gobmb alakd Fol-
don indult el egy kutaté reggeli sétara. E16szor ment 1 km-t délre, majd 1 km-t keletre, végiil
1 km-t északra, és igy visszért arra pontra, ahonnan elindult. Honnan indulhatott el?

Egy kocsmadros 12 liter bort 4 liter vizzel akart keverni, de a bort tartalmaz6 12 literes hordén
kiviil csak egy 2 literes €s egy 8 literes edénye volt. Hogyan végezte el a keverést?

Négy embernek egy rozoga hidon kell &tmennie sotétben egy zseblampa segitségével. Egy-
szerre csak ketten tudnak atmenni és lampa nélkiil nem, tehat csak a , ketten dtmennek, egy
visszajon a lampaval” mddszer lehetséges. Az emberek maximadlis sebessége kiilonbozd.
Ha egyediil vannak, rendre 1, 2, 5 és 10 perc alatt érnek at. Két ember egyiitt a lassabbik
sebességével tud haladni. Atjuthatnak-e a hidon valamennyien 30 perc alatt? Atjuthatnak-e
20 perc alatt? Es 17 perc alatt? Vagy 15 perc alatt?

Egy 13 jegyl kddszamban barmely 3 szomszédos szamjegy 0sszege 11. A kod mésodik jegye
6, a tizenkettedik jegy pedig 4. Mi a 13-adik jegy?

Kovécs tr minden délutan 5 6rakor érkezik vonattal az allomasra, ahol a felesége varja kocsi-
val, és azonnal hazaviszi. Egyik nap Kovdacs ur hamarabb végzett a munkdjaval, és korabbi
vonatra szallt. Igy 4 érakor érkezett az dllomdsra. Elindult gyalog hazafelé. A felesége a szo-
kasos id6ben indult érte kocsival. Amikor az uton talalkoztak, Kovacs ur beiilt a kocsiba, és
hazamentek. A szokdsos idépontndl 10 perccel hamarabb érkeztek haza. Hany érakor iilt be
Kovics tr az autdba, ha feltételezziik, hogy a felesége mindig azonos és alland6 sebességgel
ment a kocsival?

Csélcsap Csaba egyszerre udvarolt Amaélidnak és Bordkanak. Amadlia a metr6 A, Bordka
ugyanazon metrovonal B végallomdsanal lakott. Csaba a véletlenszer(i id6pontban befejezett
munka utdn lement a metréba, és mert mindkét ldnyt egyforman szerette, a metrora bizta a
dontést. Amelyik metr6 el0szor jott, arra szdllt fel. A metrok mindkét irdnyban 10 percen-
ként kovették egymdst. Egy id6 utdn azt vette észre, hogy atlagosan 10 alkalombdl 9-szer
Amalidhoz ment, és csak egyszer Borékdahoz. Hogyan lehetséges ez?

Egy bortonben az egyik rabnak felajanljak, hogy kiszabadulhat, ha a borton kapujit egy

megadott jel utdn pontosan 45 perccel nyitja ki. Ordt viszont nem adnak neki, csak egy doboz
gyufit, és két gyujtézsindrt. A gyujtézsinorokrdl azt lehet tudni, hogy mindkét gytjtézsinér
pontosan 1 dra alatt ég végig, de a lang id6ben nem feltétleniil egyszerre és egyenletesen
halad végig a zsinérokon. Hogyan tudja a rab a gyujtézsindrok segitségével pontosan kimérni
a 45 percet?

Egy biologus egy 10m hosszi ridra 100 hangyat rakott fel. Véletlenszer(i volt, hogy melyik
hangya a rdd melyik pontjdra keriilt, és az is véletlenszerd volt, hogy melyik hangya a rid
melyik vége fele nézett. A hangydk dllandd, 1cm/s sebességgel haladtak mindaddig, amig
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bele nem litkdztek egy mdsik hangyaba. Akkor mindkét hangya megfordult, €s 1cm/s se-
bességgel haladtak az ellenkezd irdnyba a kovetkezd iitkozésig, amikor is az {itk6zd hangyak
megint megfordultak, és dllandd, 1cm/s sebességgel haladtak tovdbb az ellenkezd irdnyba a
kovetkezd iitkozésig, és igy tovabb. Ha egy hangya elért a rdd valamelyik széléhez, akkor
leesett a ridrdl. Bizonyitsuk be, hogy a kisérlet kezdete utan 20 perccel mar iires volt a rad!

1.49. | Vilasszunk ki egy tetszSleges szamot az aldbbi négyzetben. Karikdzzuk be, €s a valasztott

sz

szam sordban és oszlopaban 1évd tobbi szamot pedig hizzuk ki! Ezutin a megmaradtak
kozil karikdzzunk be egy djabb szdmot, és a vdlasztott szdm sordban és oszlopdban 1évd
tobbi szdmot pedig huzzuk ki! Folytassuk az eljarast, amig lehet! A végén adjuk Ossze a
bekarikazott szdmokat! Ismételjiik meg az el6z6 eljarast gy, hogy masik szambdl indulunk

ki! Mit tapasztalunk? Fejtsiikk meg a négyzet titkat!

13 ] 21 24 14 | 25 13 | 17 36

211 29 [ 32 | 22 |33 | 21 25 | 4

10 | 18 21 | 11 22 10 14 33

Egy vandor a sivatag szélén egy 6rbodéhoz érkezett. Az 6rbodétol két it indult tovabb.
Az egyik ut a sivatag kozepébe vezetett, ahonnan még senki nem jott vissza. A masik 1t
egy oazishoz vitt. Az 6rbédéban Kiilonb6zo orok lehetnek. Lehet igazmondd, aki mindig
igazat mond, lehet hazudés, aki mindig hazudik, és lehet szeszélyes, aki hol igazat mond,
hol hazudik. A vandor eldontendé kérdéseket tehet fel az 6roknek, az 6rok csak ,,igen”-
nel vagy ,,nem”-mel felelhetnek. Milyen kérdéssel, illetve kérdésekkel tud a vandor
biztosan eljutni az oazisba?

A bodéban két 6r van, az egyik igazmondo, a masik hazug, és a vandor egy kérdést tehet fel.

A bodéban egy Or van, aki vagy igazmond6 vagy hazug (nem tudjuk, melyik), és a vandor
egy kérdést tehet fel.
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A bdédéban hdrom &r van, egy igazmondod, egy hazug és egy szeszélyes, és a vandor két

1.53.

1.54.

kérdést tehet fel.

A bddéban négy Or van, két igazmondo és két szeszélyes, €s a vandor akdrhdny kérdést
feltehet.

P

Oldjuk meg az el6z6 feladatokat tgy, hogy az 6rok ugyan értik a kérdést, de a vandor 4ltal
nem ismert sajat nyelviikon felelnek: csak ,,ukk™ vagy ,,mukk” lehet a valaszuk, ahol a két
valasz koziil az egyik igent, a mésik pedig nemet jelent.
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Valos szamok

2.1. Racionalis és irracionalis szamok

2.1. Definici6: Azokat a valés szdmokat, amelyeket felithatunk két egész szdm hanyadosaként
racionalis szimoknak nevezziik.
A raciondlis szdmok halmazét Q-val jeloljiik.

1 3
27 4
2.2. Tétel: Két raciondlis szam Osszege, kiilonbsége, szorzata, és ha a nevezd nem 0, akkor a ha-

nyadosa is raciondlis.
Bizonyitas: Legyenek m # 0,n, k, [ # 0 egész szamok. Ekkor

Példak racionalis szamokra: 2, —1, 0,

n ﬁ_nl+km ﬁ_ﬁ_nl—km n E_n_k
m L ml m L ml m | ml
Ha k # 0, akkor
n
m _ "l
ﬁ  mk
l

2.3. Definici6: Azokat a valds szamokat, amelyeket nem irhatunk fel két egész szam hanyadosa-
ként irracionalis szamoknak nevezziik.

2.4. Tétel: /2 irraciondlis.
Bizonyitas indirekt médon: (Id. Indirekt bizonyitas)
Tegyiik fel, hogy v/2 raciondlis, azaz vannak olyan n és m egész szamok, amelyekre igaz, hogy

V2 = —. Egyszertisitsiikk az — tortet Gigy, hogy az eredmény szamldl6ja és nevezGje mdr relativ
n n

primek legyenek: m_ ]—9, ahol p és g legnagyobb kozos osztdja 1.
n o q

2
Az indirekt feltevés miatt /2 = P Ebbsl 2 = p_2 vagyis 2¢> = p?. Ez csak gy teljesiilhet, ha p
q

q
péros, legyen p = 2k. Ekkor 2¢® = (2k)? = 4k?, vagyis ¢> = 2k*. Ez csak ugy teljesiilhet, ha q is
paros. Igy viszont q is péros, és p is paros, ami ellentmond annak, hogy p és ¢ relativ primek.
Ellentmondasra jutottunk, ezért /2 irraciondlis.
Példak irraciondlis szamokra: \/5, 2\/5, —\/5, V3

2.5. Tétel: Végtelen sok irraciondlis szam van.
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k
Bizonyitas: Ha n # 0 egész szdm, akkor n+/2 irraciondlis. Tegyiik fel indirekt, hogy ny/2 = 7

k

ahol k és [ egész szamok. Ekkor V2 = pr tehdt v/2 raciondlis lenne, ami ellentmond az €l6z6
n

tételnek.

Megjegyzés: Nem csak az n+/2 alaki szamok irraciondlisak, ezeken kiviil is még végtelen sok
irraciondlis szdm van.
Minden valés szdm vagy raciondlis vagy irraciondlis szam.

Jelolések:
— R, a valds szamok halmaza.
— @, a racionalis szamok halmaza.
— 7., az egész szamok halmaza.

— N, a természetes szamok halmaza (analizisben ez a pozitiv egészek halmaza).

— N, a nemnegativ egész szamok halmaza.

2.2. Egyenlotlenségek: tulajdonsagok, algebrai megoldasok

Az analizis feladatok megoldédsa kozben nagyon gyakran kell egyenlGtlenségeket megoldani. Ezért
(is) fontos, hogy tudjuk az egyenl6tlenségek tulajdonsdgait, hogy ne kovessiink el hibdkat a meg-
oldés sordn, és az is, hogy konnyen €s gyorsan tudjunk egyenl6tlenségeket megoldani. A technikét
sok gyakorldssal lehet elsajatitani, a hibak elkeriilésében pedig segit a grafikus megoldis.

Helyes lépések egyenlotlenségek megoldasa kozben:
— Nem vdltozik az egyenldtlenségjel irdnya, ha az egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz ugyanazt
a szamot hozzaadjuk: ha a < b, akkora + ¢ < b+ c.

— Nem viltozik az egyenl6tlenségjel irdnya, ha az egyenlStlenség mindkét oldaldbdl ugyanazt
a szamot kivonjuk: ha a < b, akkora —c < b —c.

— Nem viltozik az egyenl6tlenségjel irdnya, ha az egyenltlenség mindkét oldalat ugyanazzal a

o : . @b
pozitiv szammal megszorozzuk vagy elosztjuk: ha a < b, és ¢ > 0, akkor ac < bcés — < -.
c c

— Nem valtozik az egyenlGtlenségjel iranya, ha az egyenl6tlenség mindkét oldala nagyobb
vagy egyenlo, mint 0, és mindkét oldalt négyzetre emeljiik.
— Megfordul az egyenl6tlenségjel irdnya, ha az egyenlStlenség mindkét oldaldt ugyanazzal a

rd 7 M z rd a
negativ szimmal megszorozzuk vagy elosztjuk: ha a < b, és ¢ < 0, akkor ac > bcés — > —.
c c

— Megfordul az egyenldtlenségjel iranya, ha az egyenlStlenség mindkét oldala pozitiv, €s
vessziik mindkét oldal reciprokat.
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Ha a fenti allitdsokban szerepl6 feltételek nem teljesiilnek, akkor a fenti allitdisok mar nem marad-
nak érvényben. Ha a feltételek nem teljesiilnek, az egyenl6tlenségjel irdnya bizonyos esetekben
megvdltozik, mas esetekben nem.

Példak:

—2<5és (=2 <5 de —T7<5és(=7)* > 5

2<2€ 1<1d 2< —16¢€ 1>1
— €s — < =, de — —lés—>—
-2 2 -2 -1

Fontos: Kiilonosen figyeljiink a megoldasok kdzben olyankor, amikor nem tudhatjuk az egyen-
16tlenség oldalain szerepld kifejezések eldjelét, vagy ha nem tudhatjuk annak a kifejezésnek az
elgjelét, amelyikkel az egyenl6tlenség mindkét oldaldt szorozzuk. Ilyenkor segithet az esetszétva-
lasztds, vagy olyan megoldasi technika alkalmazdsa, amikor az el6jeleknek nincs szerepiik.

Példak:

1
< 1 egyenlétlenséget!
x—3

— Oldjuk meg az

4 —x

Ha mindkét oldalbol kivonunk 1-et, k6zos nevezdre hozds utan a 3 < 0 egyenl6tlenséget

x E—
kapjuk. Tudjuk, hogy egy tort értéke pontosan akkor negativ, ha a szdmlalé és a nevezd

elojele kiilonbozd. Ezt felhaszndlva a megoldés: x < 3 vagy x > 4.

A megoldast grafikusan is ellendrizhetjiik.
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— Oldjuk meg az x < v/z + 2 egyenl6tlenséget!

Az egyenlGtlenség értelmezési tartomanya az x > —2 halmaz. Mivel v/ + 2 > 0, ezért, ha
—2 <z < 0, akkor az egyenl6tlenség biztosan teljesiil. Ha = > 0, akkor az egyenl6tlenség
mindkét oldaldt négyzetre emelhetjiik: 2% < x + 2. A mésodfoki egyenl6tlenség megolddsa:
—1 < x < 2, de a négyzetre emelést az x > 0 feltétel mellett végeztiik el, igy ennek az

esetnek a megolddsa: 0 < x < 2. A két eset egyiittes megolddsa: —2 < x < 2.

A megoldast grafikusan is ellendrizhetjiik.

|
N 7~
NN

_3 4

x < x+ 2

2.3. Nevezetes kozepek, egyenlotlenségek a kozepek kozott

A matematikdban tobbféle atlagot, kdzepet definidlunk.

2.6. Definicié: Az aq,as,...,a, szamok szamtani vagy aritmetikai kozepe
Alay,ag,...,a,) = @ +a2+---+an'
n
2.7. Definicié: Az ay,as,...,a, nemnegativ szimok mértani vagy geometriai kozepe
G(ai,as,...,a,) = Vajay - ay,.

2.8. Definicié: Az aq,ao,...a, nem 0 szamok harmonikus kozepe

H(ay,as,...,a,) = i i T
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2.9. Definicié: Az aq,as,...a, szdmok négyzetes vagy kvadratikus kozepe

\/a§+a§+---+ai
- .

Q(ala ag, ... 7an) -

Most csak az n = 2 esetben, azaz két szdm esetén hasonlitjuk Ossze a szdmokat és a kozepeket.

2.10. Tétel: Ha a < b, akkor a < GTH’ <

b
Bizonyitas: Ha a < b, akkor a + a < a + b, amibdl a < %. Ugyanigy, ha a < b, akkor

a+b

<b.

a+b < b+ b, amibdl

. . at+b | e
A tétel szerint, ha vesziink két valds szamot, legyenek ezek a < b, akkor az szdmtani kozepiik

mindig kozéjiik esik. Ezért nincsenek szomszédos valos szamok.

2.11. Tétel: Ha 0 < a < b, akkor a < vab < b.
Bizonyitas: Ha 0 < a < b, akkor a - @ < a - b, amib8l a < v/ab. Ugyanigy, ha 0 < a < b, akkor
a-b<b-bamibsl Vab < b.

Ha a és b pozitiv szamok, akkor mind a négy kozepet értelmezhetjiik. Ebben az esetben teljesiil a
kovetkezd tétel:

2.12. Tétel: A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlotlenség. Ha 0 < a < b, akkor
A(a,b) > G(a,b), és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha a = b.

Bizonyitas: (1d. Direkt bizonyitds) Tudjuk, hogy (a — b)? > 0, és az egyenl3ség pontosan akkor
teljesiil, ha a = b. Mivel (a — b)? > 0, ezért a® + b* > 2ab, vagyis a* + 2ab + b* > 4ab, tehat

2 b
(a+0)?> (2\/@ , amibs1 2F

> Vab, és az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a = b.

2.13. Tétel: Egyenlotlenségek a nevezetes kozepek kozott. Ha 0 < a < b, akkor H(a,b) <
G(a,b) < A(a,b) < Q(a,b), és az egyenlSségek pontosan akkor teljesiilnek, ha a = b.
Bizonyitas:

— Az elsé egyenl6tlenség bizonyitdsdhoz alkalmazzuk a mar bizonyitott szamtani-mértani ko-

z€p egyenlGtlenséget az — és 7 szdmokra!
a

. 1a+1/b [T 1 p
fay % >/~ - ;. amibdl mindket oldal reciprokit véve ESTE Vab.

— A szdmtani-mértani kozép egyenldtlenséget mér bizonyitottuk.

— A harmadik egyenl&tlenség bizonyitasdhoz induljunk ki az (a — b)? > 0 egyenlStlenségbdl,

ahol az egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha a = b. Az el6bbi egyenl6tlenségbdl kovetke-
a’>+2ab+ 0> a®+b? L. a+b a? + b?
< , amibdl < .

zik, hogy < 5 5 = 5
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Most nem bizonyitjuk, de tobb tagra is igaz az el6zd tétel:

2.14. Tétel: Egyenlotlenségek a nevezetes kozepek kozott:

Ha 0 < ay,a9,...,a,, akkor H(aj,as,...,a,) < Gl(ay,as,...,a,) < Alay,aq,...,a,)
Q(ay,as, ..., a,), és az egyenlGségek pontosan akkor teljesiilnek, ha barmelyik ¢ és j esetén a;
Qj.

I IA

2.4. Szélsoértékek megkeresése a nevezetes kozepek segitségével

A nevezetes kozepek kozotti egyenlStlenségek segitségével sok esetben meghatarozhatjuk fiiggvé-
nyek szélstértékeit.

Példak:

— Hatérozzuk meg az f(r) = e + 1 + 22 fiiggvény minimumat!
T
Megoldas:
Legyen a = ésb = 1+ 2% Ekkora > 0és b > 0. Alkalmazzuk a-ra és b-re a

1+ 2?2
szamtani-mértani k6zép egyenlGtlenséget!

+ 1+ 22

b 2 1
a—2|— > +Vab, azaz l1+z 5 > \/m (14 22) = 1. Tehat f(x) > 2, és az
1
egyenlGség teljesiil, ha =1+ 22, amibdl z = 0.
1+ 22

Mennyi a K = 400 hosszusagegység keriiletl téglalapok teriiletének a maximuma? Hataroz-
zuk meg a maximalis teriilettel rendelkez6 téglalap oldalainak hosszat!

Megoldas:

Jeloljiik a téglalap oldalait a-val és b-vel. Ekkor K = 2a + 2b = 400, amibdl a 4+ b = 200.
A téglalap teriilete 7 = ab. A a szamtani-mértani kozép egyenlStlenségbdl vab < GTH),

a+b\>

vagyis T' = ab < = 1002 = 10000. Az egyenl8ség pontosan akkor teljesiil, ha

a = b, vagyis a = b = 100. Tehat a négyzet teriilete maximadlis, és a maximdlis teriilet értéke
10000 teriiletegység.
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— Mennyi az r = 1 hosszisdgegység sugaru korbe irhat6 téglalapok teriiletének a maximuma?
Hatérozzuk meg a maximélis teriilettel rendelkezd téglalap oldalainak hosszat!

Megoldas:
Jeloljiik a téglalap oldalait a-val és b-vel. A Pitagorasz-
tétel szerint a® + b* = (2r)?, tehdt a® + b* = 4, igy

a® + b’ . "
5 = 2. A téglalap teriilete 7" = ab. A nevezetes -

kozepek kozotti egyenlStlenség szerint G(a, b) < Q(a,b), =1
és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha a = b. Tehat 5

a® + b? .
Vab < 5 = V2. Igy T = ab < 2, és az egyen-
16ség pontosan akkor teljesiil, ha a = b. Mivel a = b, és
a> + b = 4, ezérta = b = /2. (Ld. még Megoldds
masodfoku fiiggvény segitségével.)

1
— Bizonyitsuk be, hogy ha a > 0, akkor a + — > 2.
a

Megoldas:
a+1/a S

Alkalmazzuk a-ra és —-ra a szdmtani-mértani kozép egyenl6tlenséget! Ekkor
a

/1 1
a-—=1. Ebbbla+ — > 2.
a a

2.5. Becslések

Az analizisben gyakran lesz sziikség becslésekre. A becslési technikat egy egyszerl példan ke-
resztiil mutatjuk be.

Példa: Adjunk meg olyan A szamot, amelyikre teljesiil, hogy ha a > A, akkor

5a” + 2a* 4+ 3a + 10 > 100.

7 7z

FONTOS: Az el6z6 feladat nem azonos azzal a feladattal hogy ,,0ldjuk meg az
5a" +2a* + 3a + 10 > 100

egyenldtlenséget!” Ez utdbbi feladatban az dsszes olyan a szamot keressiik, amely kielégiti az
egyenlStlenséget. Az eredeti feladatban nem kérdezziik az sszes megoldast, csak olyan A szamot
keresiink (ilyen A-bdl tobb is van), amelyik esetén biztosak lehetiink abban, hogy ha a > A, ak-
kor az egyenl6tlenség teljesiil. Az nem érdekel minket, hogy a < A esetén teljesiil-e vagy sem az
egyenlStlenség. Mivel az eredeti feladat nem egy egyenl6tlenség megoldashalmazanak a megkere-
sése, nem is azzal a médszerrel célszer dolgozni, amelyikkel az egyenl6tlenségek megolddsakor
szoktunk. Az eredeti feladat megoldasdhoz becsléseket irunk fel.

Megoldas:
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Ha a > 0, akkor az 5a” + 2a* + 3a + 10 kifejezés monoton nd, vagyis nagyobb a helyeken nagyobb
értékeket vesz fel. SOt, ha a > 1, akkor még azt is tudjuk, hogy

a>a* > >a*>a>d*>>a>1.

Ezért 1-nél nagyobb A szamot keresiink, mert ekkor ha a > A, akkor a > 1 is teljesiil. Azért
tehetjiik meg, hogy eleve 1-nél nagyobb A szamot keresiink, mert nem kell a legkisebb ,,j6”” A-t
megkeresniink, ha egyaltaldn van a ,,j6” A-k kozott legkisebb.
Tehat, ha a > 1, akkor 5a” + 2a* 4 3a + 10 > 5a + 2a + 3a + 10 = 10a + 10. Ez azt jelenti,
hogy ha 10a + 10 > 100, azaz a > 9, akkor 5a” + 2a* + 3a + 10 > 100. Tehat A = 9 megolddsa a
feladatnak. (S&t, a feladatnak minden 9-nél nagyobb A szam megoldasa lesz.)
Megjegyzések:

— Az nem deriil ki az el6z6 megolddsbdl, hogy van-e a feladatnak 9-nél kisebb megoldasa, de

ez minket nem is érdekel. Nem a legkisebb megoldast keressiik.

— A megoldds sordn nem az 5a” + 2a* + 3a + 10 > 100 egyenl6tlenséget oldottuk meg. Nem is
tudtuk volna megoldani. A becsléssel addig egyszertsitettiik a kifejezést, amig egy konnyen
megoldhat6 egyenl6tlenséghez (10a + 10 > 100) jutottunk.

Egy kicsit bonyolultabb példa:

Adjunk meg olyan A szamot, amelyikre teljesiil, hogy ha a > A, akkor a” — 2a + 10 > 100.
Megoldas:

Itt nem célravezetd a’-t alulrdl becsiilni a-val, mert akkor az a” —2a+10 > a—2a+10 = —a+ 10
kifejezéshez jutunk, de erre nem igaz, hogy valamilyen szdmnél nagyobb a-k esetén nagyobb, mint
100. Tehat a becslés még jo, de nem segit a feladat megolgléséban. Ilyenkor kicsit masképpen

becsliink. Fel fogjuk haszndlni, hogy ha a > 4, akkor 2a < %.

7 2 , a _a2
a' —2a+10>a"—2a+10>a ——+10—§+10>100,

2
biztosan teljesiil, ha a > 20. Tehat A = 20 j6é megoldas.
Megjegyzések:
— A becslésben a masodik egyenlStlenség csak akkor teljesiil, ha a > 4. Ebben az esetben azért

teljesiil az egyenlStlenség, mert A” + 10-bdl 2a-ndl tobbet vonunk ki, igy a kiilonbség kisebb
lesz.

— Mivel az eredmény A = 10 lett, a > A = 10, tehat a > 4 is teljesiil, ezért a becslés minden
egyenldtlensége igaz.
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Tovabbi példak:
— Adjunk meg olyan A szdmot, amelyikre teljesiil, hogy ha a > A, akkor 6a” + 4a* > 100a?.

Megoldas: Ha a > 1, akkor 6a” +4a* > 6a* +4a* = 10a* > 100a? biztosan igaz, ha a > 4.
Tehat A = 4 j6 megoldas.

Megjegyzések:

— Az, hogy a < 4 esetén igaz-e az egyenlStlenség, az ebben a feladatban érdektelen.
— Minden 4-nél nagyobb A szdm is j6 megoldas.

1

— Adjunk lyan A szamot, lyikre teljesiil, hogy ha a > A, akkor ————— < —.
junk meg olyan A szamot, amelyikre teljesiil, hogy ha a a 0r1+a2+a8 100

1 1 1
Megoldas: T2 d < e < 100 biztosan igaz, ha a > 10, tehat A = 10 j6 megoldas.

— Adjunk meg olyan A szamot, amelyikre teljesiil, hogy ha a > A, akkor (1 —

a* +2 1

< —.
a*+7 100
Megoldas:

'1 a4—|—2‘_

a7

at+7—a"-2|
at+ 7 B

5 |5 _5_ 1
at+ 7| a*+7 " a* 100

biztosan igaz, ha a > 5, tehat A = 5 j6 megoldas.
Eddig a megoldédsokndl 1ényegében csak az ™ (n € NT) monotonitdsét hasznéltuk fel. Tovabbi
becslést irhatunk fel a binomialis tétel felhasznalasaval.

2.15. Tétel: Binomialis tétel:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) —(O>a +<1)a b—l—(2>a b + +(n_1)ab +(n)b.

Misképpen irva

(n —

1
(a+b)"=a"+na"'b+ HT)a”QbQ + o+ nab" Tt b

-1
Haa:1,akk0r(1+b)”:1+nb+wb2+---+nbn’l—l—bn.

Ha b > 0, akkor az el6z6 kifejezés mindegyik tagja pozitiv, tehat n > 1 esetén a kifejezés szigortian
csokken amikor (pozitiv) tagokat elhagyunk:

-1
(1+0)" = 1+nb+%b2+---+nb”_l+bn > 14 nb.
Tehét pozitiv b esetén (1 + b)" > 1 + nb, ahol n € NT), éshan > 1, akkor (1 + b)™ > 1 + nb.
Példak:
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— Bizonyitsuk be, hogy 2" >n (n € N*t),
Megoldas: Legyen b = 1 > 0 (a tétel feltételét mindig ellendrizni kell), és alkalmazzuk az
el6z6 tételben szerepls egyenlStlenséget: (1 +1)" > 1+4+n-1 > n.

— Adjunk meg olyan N szamot, amelyikre teljesiil, hogy han > N, akkor 1,1" > 100.

Megoldas: Legyen b = 0,1 > 0, (a tétel feltételét mindig ellendrizni kell),és alkalmazzuk
az el6z6 tételben szerepl egyenlbtlenséget: 1,1" = (1 +0,1)" > 1+ 0,1n > 0,1n > 100
biztosan igaz, ha n > 1000, tehat A = 1000 j6é megoldas.

Megjegyzés: Az dllitds, miszerint pozitiv b esetén (1 + b)" > 1 + nb, ahol n € N*), a Bernoulli-
egyenlotlenség lesziikitése arra az esetre, amikor b > 0.

2.16. Tétel: Bernoulli-egyenlotlenség: (1 +b)" > 1+ nb,han € Nésb > —1. Az egyenlGség
pontosan akkor teljesiil, ha b = 0 vagy n = 0 vagy n = 1.

A Bernoulli-egyenl&tlenséget most nem, de a kovetkezd félévben bizonyitjuk.
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2.6. Feladatok

Bizonyitsuk be, hogy két raciondlis szdm 0sszege racionélis!

Bizonyitsuk be, hogy /2 irracionalis!
Bizonyitsuk be, hogy

(@) 3+ 2 (b) 3v2

irracionalis!

Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez6 szamok irracionalisak!

Bl

Lehet-¢

(a) kétirraciondlis szdm Osszege raciondlis?

(b) két raciondlis szdm hdnyadosa irracionalis?

Igaz-e, hogy egy raciondlis és egy irraciondlis szaim 0sszege irraciondlis?
2.10. | Lehet-e két irraciondlis szdm hdnyadosa racionalis?

Igaz-e, hogy egy raciondlis és egy irraciondlis szdm szorzata irraciondlis?

Igaz-e, hogy ha

a ¢ QésbeQ,akkora+b¢ Q?

2.13. | a+ b ¢ Q, akkor az a és b szdmok koziil az egyik raciondlis, a masik irraciondlis?

Oldjuk meg a V& — 2 + v/9z + 10 + /7 — 22 = 0 egyenletet a valés szdmok halmazén!

Oldjuk meg algebrai tton és grafikusan is a kovetkezo egyenlotlenségeket!
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$i2z1 \/x——|—3—1>1

<7 218. | 22— 2+6<0

Oldjuk meg a kovetkezd két feladatot!

2.20.

2.21.

2.22.

2.23.

2.24.

2.25.

(a) Oldjuk meg az y? > 25 egyenlStlenséget!

(b) Keressiink meg azokat az y értékeket, amelyekre igaz az, hogy ha x > v, akkor 22 > 25.

Azonos-e a két feladat megolddshalmaza? Megoldédsa-e az (a), illetve a (b) feladatnak az
y = —77? Ekvivalens-e az (a) és a (b) feladat?

Oldjuk meg a kovetkezd két feladatot!

1 1
(a) Oldjuk meg az — < —— egyenlGtlenséget!
y2 100

(b) Keressiink meg azokat az Y értékeket, amelyekre igaz az, hogy ha y < Y, akkor
1 1

— < —.
y2 100

Azonos-e a két feladat megolddshalmaza? Megoldédsa-e az (a), illetve a (b) feladatnak az
Y = 177 Ekvivalens-e az (a) és a (b) feladat?

Van-e olyan x szdm, amelyre teljesiil, hogy ha = > xg, akkor [z] > 1000? Ha van, mutas-
sunk ilyen szdmot! Hény ilyen szdmot tudunk mutatni?

1 1
Van-e olyan zy > 0 szdm, amelyre teljesiil, hogy ha x > x,, akkor m < 1000 0? Ha van,
x

mutassunk ilyen szamot! Hany ilyen szdmot tudunk mutatni?

1
Van-e olyan x, szdm, amelyre teljesiil, hogy ha x > =z, akkor {z} < m? Ha van,
mutassunk ilyen szdmot! Hany ilyen szdmot tudunk mutatni?

1

Adjunk meg olyan 6 > 0 szdmot, amelyre igaz, hogy ha 0 < |z| < J, akkor — > 1000.
x

Hény megoldasa van a feladatnak?

1 1
Adjunk meg olyan K szdmot, amelyre igaz, hogy ha x+ > K, akkor —= < ——. Hany
Vv 1000

megolddsa van a feladatnak?
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o N N N -2
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S > 9e > =
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2.31.

2.32.

2.33.

2.34.

2.35.

Adjunk meg olyan K szdmot, amelyre igaz, hogy ha x > K, akkor 2% +423+2x%+1 > 1000.
Hény megoldasa van a feladatnak?

Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < a < b, akkor az a és b szdmok A szamtani és G' mértani
kozépére teljesiil, hogy a < A <bésa < G <b.

Bizonyitsuk be, hogy nincsenek szomszédos valds szamok, azaz barmely két (kiilonboz6)
valds szam kozott van (mindkettdtdl kiilonbdzo) valds szam.

Irjuk fel az a, b pozitiv szimok A szdmtani és G mértani kozepét! Bizonyitsuk be a G < A
egyenldtlenséget! Mikor teljesiil az egyenlség?

Hatarozzuk meg az f : [0,1] = R, f(z) = x(1 — z) fuggvény maximumat!

Adjunk meg olyan K szamot, amelyre igaz, hogy ha z > K, akkor

1 1
< .
x5 +4x3 +222+1 1000

Hény megolddsa van a feladatnak?

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv x, y valds szdmra igaz, hogy

2
w/acyzl T
_+_
r oy

Mikor teljesiil az egyenl6ség?

Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv x, y valds szdmra igaz, hogy

2 < x+y‘

Mikor teljesiil az egyenl6ség?

Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges pozitiv x szam esetén r + — > 2.
x

Hatarozzuk meg az f : [0,1] = R, f(z) = 2z(1 — x) fuggvény maximumat!
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2.36.

2.37.

[\

3

R

[\

3

\o

2.40.

241.

Legyen egy téglalap két éle a és b, atl6ja pedig c. Ekkor a téglalap teriilete 7' = ab, és a

téglalap keriilete X' = 2(a + b).

Tehat

Igy

Mivel 0 < a < ¢, ezért

Beszorzds utén:

T és K helyébe irjunk ab-t és 2(a + b)-t:
Rendezés utan:

Kiemelés utan:

Osztunk (a — ¢)-vel,de a < ¢, igya —c <0

Négyzet esetén b = a és ¢ = a\/2.

Egyszertsités €s rendezés utdn:

Hol a hiba?

Hatdrozzuk meg az f(z) = 2> + 1 +

2+

Hatdrozzuk meg az f(z) = 2? +2 +

T2

Hatdrozzuk meg az f(z) = 2° + 3 + —
X

T  ab
K 2(a+b)
2 2
2T c ab c
K B ath O
2T c ab c
(F-3)<<(25-5)
2Ta  ac abc c?
K B arb o
2a%b ac abc c?
2a+b) V2 = a+bd V2
2a%b abc ac c?

2(a+b) Tatb V2 V2

ab
a+b
ab >i
a+b” 2
@ o2
2a = V2

1> 2.

(a—c)<ﬁ(a—c).

1 fliggvény minimumaét!

1 fliggvény minimumaét!

5 fliggvény minimumaét!

Az z,y szdmok kielégitik az 2% + y*> = 1 feltételt. Hatdrozzuk meg a 2x + 3y kifejezés

lehetséges legnagyobb és legkisebb értékét! (Pdsa Lajos: Matematika Osszefoglalds 447.

feladat)

Adott keriiletli derékszogli haromszogek koziil hatdrozzuk meg a legnagyobb teriiletfit!
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|

£y
|

245.

2.46

2.47.

2.48.

A K keriiletd téglalapok koziil melyiknek a legnagyobb a teriilete?

A T teriiletd téglalapok koziil melyiknek a legkisebb a keriilete?

Az y = x? egyenlet(i parabola melyik pontja van legkozelebb az A(0, 1) ponthoz? (Pésa
Lajos: Matematika dsszefoglalds 202. feladat.)

A 10y = 2? egyenletii parabola melyik pontja van legk6zelebb az A(0,1) ponthoz? (Pésa
Lajos: Matematika dsszefoglalds 203. feladat.)

Két szdm 0sszege egy adott B értékkel egyenld. Mikor minimélis a két szdm

(a) négyzetének, (b) kobének
az 0sszege? (Posa Lajos: Matematika 0sszefoglalas 198. feladat.)

Adott K hosszisagu keritéssel egy téglalap alaku telket akarunk bekeriteni ugy, hogy keritést
csak a téglalap harom oldaldra kell épiteniink, mert a negyedik oldalt egy foly6 hatérolja.
Mekkora a lehet6 legnagyobb teriilet, amit igy bekerithetiink? Mekkordk lesznek ebben az
esetben a téglalap oldalai?

Egy négyzet alaku kartonlap oldala a. A kartonbdl feliil nyitott dobozt készitiink ugy, hogy a
négy csucsndl kivagunk egy-egy x oldalu négyzetet, €s a lap sz€leit felhajlitjuk. Legfeljebb
mekkora lehet az igy kapott doboz térfogata? Hatarozzuk meg x értékét a maximalis térfogat
esetén!

Legyen H = {r : 0 < ¢ < 2}é K = {y : 1 < y < 2}. Melyik allitas igaz, és
melyik hamis?

o |

2.50.

2.51.

2.52.

2.53.

Minden H-beli z elemhez van olyan y € K, amelyikre igaz, hogy = < y.
Minden H-beli 2, elemhez van olyan x, € H, amelyikre igaz, hogy z; > xs.
Minden K -beli y elemhez van olyan x € H, amelyikre igaz, hogy x < y.

Van olyan H-beli z elem, hogy minden y € K esetén igaz, hogy =z > y.

Fogalmazzuk meg az el6z6 négy feladat (2.49....2.52.) éllitasainak a tagadasat ! A tagadasok
koziil melyik allitas igaz, és melyik hamis?
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Legyen H = {x : 0 < x < 2} és K = {y : 1 < y < 2}. Melyik allitas igaz, és
melyik hamis?

2.54

2.55.

2.56

2.57.

2.58.

Minden H-beli x elemhez van olyan y € K, amelyikre igaz, hogy x > y.

Minden K -beli y elemhez van olyan x € H, amelyikre igaz, hogy x > y.

Van olyan H-beli z elem, hogy minden y € K esetén igaz, hogy = < .

Van olyan K-beli y; elem, hogy minden y, € K esetén igaz, hogy y; > .

Fogalmazzuk meg az el6z6 négy feladat (2.54....2.57.) allitdsainak a tagadasat! A tagadasok
koziil melyik allitas igaz, és melyik hamis?
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Fiiggvények

3.1. A fiiggvény fogalma

Ha az A halmaz minden eleméhez hozzarendeliink egy elemet a B halmazbdl, akkor fiiggvényro6l
besz€liink. Az A halmaz a fiiggvény értelmezési tartomanya. A fiiggvény értékkészlete a B
halmaz azon részhalmaza, amelynek elemeit hozzarendeltiik az A halmaz elemeihez.

Ha A és B a valés szamok részhalmazai, akkor valés fiiggvényrol besz€liink. A tovabbiakban csak
valos fiiggvényekkel foglalkozunk.

Fontos: Az értelmezési tartomany minden eleméhez 1, azaz EGY elemet rendeliink hozzi. Az
értékkészlet barmelyik elemét viszont tobb elemhez is hozzarendelhetjiik.

Jelolés: Az f figgvény értelmezési tartomédnyat D-fel vagy D(f)-fel, az értékkészletét R -fel
vagy R(f)-fel jeloljiik.

Példak:

fTR=R, f(z)=2?

Ertelmezési tartomény: R
Ertékkészlet: a nemnegativ valds szdmok halmaza.

g:R\ {0} = R, g(:c):i2

Ertelmezési tartomény: R \ {0}
Ertékkészlet: a pozitiv valés szdmok halmaza.

h:Z—R, h(z)=2?
Ertelmezési tartomény: 7Z
Ertékkészlet: a négyzetszdmok halmaza.

Ha nem jeldljiik a fliggvény értelmezési tartomdnyadt, példdul csak annyit frunk, hogy f(x) = z?

vagy g(z) = —, akkor az értelmezési tartomdny a valds szamoknak az a legbGvebb részhalmaza,
x

ahol a fiiggvényt megado képlet értelmes. Tehat f értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza,

g értelmezési tartomdnya a valds szdmok halmaza kivéve a 0-t.

Az értelmezési tartomany egy elemét pontnak vagy helynek is hivjuk, az értékkészlet elemei pedig
a fiiggvényértékek vagy helyettesitési értékek vagy értékek.

s 2 2 2
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3.1. Definici6: A fiiggvény grafikonja

Az f: A— B, A,B C Rfiiggvény grafikonjaa G = {(x, f(z)) : ¢ € A} halmaz.

A fiiggvények grafikonjit abrazolhatjuk is. Ilyenkor a Descartes-féle koordindtarendszerben az
értelmezé€si tartomény elemeit az x tengelyen, a fiiggvényértékeket pedig az y tengelyen dbrazoljuk:
y = f().

Néhany fiiggvényt dbrazoltunk a kovetkezd rajzokon:

- 99w

f(x) = x?, g(z) = Vz, h(z) = 1/=z,
Df:R Dg:[0,00) Dh:R\{O}

3.2. Definicio: Két fiiggvény egyenld, ha értelmezési tartomanyuk megegyezik, és minden pont-
ban ugyanazt az értéket veszik fel.

Példa: Az )

[iR\{0} 5 R, fla) ="

g:R=>R, g(z)==x

fliggvények nem egyenl6k egymadssal, mert az értelmezési tartomanyuk nem egyezik meg.

3.2. Fiiggvények tulajdonsagai

3.3. Definici6: A val6s szamok bizonyos részhalmazait intervallumoknak nevezziik.
A kovetkezd intervallumokat értelmezziik (a, b, z € R):

la,b) ={z:a <z <D}, zart intervallum;

(a,b) ={xr:a<x<b},  nyiltintervallum;

(a,b) ={x:a <z <b}, balrél nyilt, jobbrél zart intervallum;
[a,b) = {z:a <z < b}, balrol zart, jobbrol nyilt intervallum;
la,00) ={z:a < x}, balrol zart félegyenes;

(a,00) ={x:a < x}, balrol nyilt félegyenes;
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(—00,b] = {z:x < b}, jobbrol zart félegyenes;
(—o0,b) = {x: x < b}, jobbrol nyilt félegyenes;

(—o0,00) ={z:x € R}, szamegyenes.
Megjegyzés: Az intervallumok jelolésében a kozépiskolds tankonyvekben szokasos ,kifele szog-
letes” zargjel helyett kerek zardjelet hasznalunk.
3.4. Definicio: Azokat a helyeket, ahol a fiiggvény 0-t vesz fel, zérushelyeknek nevezziik.
Példak:
— Az f(x) = 8 — 23 fliggvény zérushelye x = 2.

— A g(x) = 2? + 1 fiiggvénynek nincs zérushelye.

3.5. Definici6: A fiiggvények monotonitasi szakaszai azok az intervallumok, amelyeken a fiigg-
vény végig monoton nd, €s azok az intervallumok, amelyeken a fiiggvény végig monoton csokken.

— Ha az f fiiggvény értelmezve van az [ intervallumon, és az intervallum barmely két x, y ele-
mére teljesiil, hogy ha x < y, akkor f(x) < f(y), akkor f monoton né az [ intervallumon.

— Ha az f fiiggvény értelmezve van az [ intervallumon, és az intervallum barmely két x,y
elemére teljesiil, hogy ha x < y, akkor f(z) < f(y), akkor f szigoriian monoton né az /
intervallumon.

— Ha az f fiiggvény értelmezve van az [ intervallumon, és az intervallum barmely két x,y
elemére teljesiil, hogy ha = < y, akkor f(x) > f(y), akkor f monoton csokken az [
intervallumon.

— Ha az f fiiggvény értelmezve van az [ intervallumon, és az intervallum barmely két z,y
elemére teljesiil, hogy ha = < y, akkor f(x) > f(y), akkor f szigoriian monoton csokken
az [ intervallumon.

Példak:

— Az f(x) = 2? fiiggvény szigordan monoton csdkken a (—oc, 0] intervallumon, szigordan
monoton nd a [0, co) intervallumon, de nem monoton az egész szimegyenesen.

— A g(x) = 3 fiiggvény monoton nd az egész szamegyenesen, és monoton csokken az egész
szdmegyenesen.

Abrézoltunk néhdny fiiggvényt, pirossal jeldlve a monoton nové, kékkel pedig a monoton csokkend
szakaszait.
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(, o

3 1
f(z) =2? g(z) = vz h(z) = —
T
Megjegyzés: Van olyan fiiggvény, amelyik semmilyen intervallumban sem monoton.

3.6. Definicié: Szélsoértékek

— Az M € R értéket az f fiiggvény maximumanak vagy abszolit maximumanak vagy
maximum értékének nevezziik, ha f értelmezési tartomdnydban van olyan z hely, amelyre
f(z) = M, és f sehol nem vesz fel M-nél nagyobb értéket.

— Azokat a helyeket, ahol f helyettesitési értéke M, maximumhelyeknek nevezziik.

— Az m € R értéket az f fiiggvény minimumanak vagy abszolit minimumanak vagy mi-
nimum értékének nevezziik, ha f értelmezési tartomanyaban van olyan z hely, amelyre

f(z) = m, és f sehol nem vesz fel m-nél kisebb értéket.

— Azokat a helyeket, ahol f helyettesitési értéke m, minimumhelyeknek nevezziik.

A maximum- és minimumhelyek k6z6s neve: szélsoértékhelyek, a maximum és minimum
értékek kozos neve: szélsoértékek.

Példak:

— A cos z fiiggvény maximuma 1, maximumbhelyei: z;, = 2km, k€ Z.

— A cosz fiiggvény minimuma —1, minimumbhelyei: z,, = 7 + 2nw, n € Z.

— Az 2? fiiggvény minimuma 0, minimumbhelye 2 = 0. Az 22 fiiggvénynek nincs maximuma.
— Az 2 fiiggvénynek nincs se minimuma, se maximuma.

— A {x} (tortrész = vagy x tortrésze) fliggvény minimuma 0, minimumhelyei az egész szamok.
A {z} fuggvénynek nincs maximuma.
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x> x3
/”\ g i /1 i i
T OJ' L\_/
2 2 2
1 -2 -1 0 1 2
cosx {x}

3.7. Definici6: Periodikus fiiggvények
Az f fiiggvényt periodikusnak nevezziik, ha van olyan p # 0 szdm, hogy f értelmezési tartoma-
nyanak minden x elemére teljesiil a kovetkez6 két allitas:

(1) x + pésx — piseleme f értelmezési tartomanyanak,
(i) f(z+p) = f(2)

A definicioban levs p szamot a fiiggvény periédusanak nevezzik.

3.8. Allitas: Ha p periédusa az f fiiggvénynek, akkor minden k € Z, k # 0 esetén kp is periédusa
f-nek.

Példak:

— A sin z fiiggvény periodikus, periédusai 27, —27, 47, —4m,.... A sinx fiiggvény legkisebb
pozitiv periddusa 2.

— Az 2? fiiggvény nem periodikus.

P DSy s

cosx, p= 2w sinmtx, p =2 {z}, p=1

o]y
A

Megjegyzés: Van olyan periodikus fiiggvény, amelyiknek nincs legkisebb pozitiv periédusa.
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3.9. Definicio: Paros és paratlan fiiggvények

— Az f fiiggvényt parosnak nevezziik, ha az értelmezési tartomany minden = elemére teljesiil
a kovetkez6 két allitas:

(i) —x is benne van az értelmezési tartomédnyban, és
(i) f(=z) = f(2).
A péros fiiggvények grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.

— Az f fiiggvényt paratlannak nevezziik, ha az értelmezési tartomany minden z elemére tel-
jesil a kovetkezo két 4llitas:

(1) — is benne van az értelmezési tartomanyban, €s
(i) f(—z)=—f(x).
A pératlan fiiggvények grafikonja szimmetrikus az origéra.
Példak:
— Az 5 + cos x fliggvény péros.
— Az z + sin z fiiggvény pdratlan.

— Az z + 2 fliggvény se nem paros, se nem pdratlan.

. x4
3 4
5
4
2
n n

54+ cosx x + sinx

3.3. Miiveletek a fiiggvények korében

3.10. Definicié: Algebrai miiveletek.

— Fiiggvények osszege: Ha az f és g fliggvények értelmezési tartomanya megegyezik, jeloljik
a kozos értelmezési tartomanyt D-vel, akkor a h = f + g értelmezési tartomdnya szintén D,
és minden z € D esetén h(x) = f(z) + g(z).
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— Konstanssal val6 szorzas: Ha az f fiiggvény értelmezési tartomanya D, €s ¢ egy valds
szam, akkor a h = cf fiiggvény értelmezési tartomdnya szintén D, és minden x € D esetén

hz)=c- f(z).

— Fiiggvények szorzata: Ha az f és g fiiggvények értelmezési tartomanya megegyezik, jelol-
juk a k6zos értelmezési tartomdnyt D-vel, akkor a h = f - g értelmezési tartoménya szintén
D, és minden x € D esetén h(x) = f(x) - g(z).

— Fiiggvények hanyadosa: Ha az f és g fiiggvények értelmezési tartomanya megegyezik,

jeloljik a kozos értelmezési tartomanyt D-vel, és g-nek nincs zérushelye, akkor a h = =

g
f(z)

értelmezési tartomanya szintén D, és minden x € D esetén h(zx) = o)
g(zx

Példak:
A fiiggvények 0sszegének €s szorzatdnak grafikonja az alabbi dbrdkon lathato:

5

4 y=x + U : =V
3 y= \/? ’ y= \/¥
2 5 2 5
) y= \/; | y= ﬁ
— I S FR S S ]

o 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Két fiiggvény Osszege Két fiiggvény szorzata

A fiiggvények korében az algebrai miiveleteken kiviil van még egy mivelet: az osszetétel vagy
kompozicié.
3.11. Definicié: Kompozicio. Ha f és g két valds fiiggvény, akkor a h = f o g Osszetett fiiggvény
értelmezé€si tartomanya

D, ={x € D, :g(x) € Ds}

és minden x € D), esetén

Wz) = (fog)(z) = f(g(x)).
Ha h = f o g, akkor az f az Osszetett fiiggvény kiilso fiiggvénye, és g a belso fiiggvénye.
Megjegyzés:
El6fordulhat, hogy a fenti definicié esetén olyan h fiiggvényt kapunk, amelyre D, = (), azaz a
fliggvény sehol sincs értelmezve. A tovdbbiakban ezt az ,.iires” fiiggvényt (azonosithatd az lires
halmazzal) nem tekintjiik fiiggvénynek.
Példak:
Legyen f(z) =sinz + 1, és g(z) = 2%
Ekkor hy(z) = (f o g)(x) = sin(z?) + 1, és hy(z) = (g o f)(x) = (sinz 4+ 1)*.
A fliggvények kompoziciéjandl 1ényeges a sorrend, nem mindegy, hogy melyik a kiils6, és melyik
a belso fliggvény.
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y=sin(x) + 1

5 y=sin(x2) + 1

Megjegyzés: Vannak tobbszorosen Osszetett fiiggvények is. Példaul, ha f(z) = sinz, g(z) = 22,

és h(x) = 2%, akkor (ho fog)(zx) = 9sin(z?)

3.4. Fiiggvénytranszformaciok

A fliggvények dbrazoldsa sokat segithet a feladatok megolddsdban. A grafikonokrdl hasznos ada-
tokat tudunk leolvasni. Ha ismerjiik a fontosabb elemi fiiggvények grafikonjat, akkor a fiiggvény-
transzformacidkkal gjabb fiiggvényeket tudunk dbrizolni.

Legyen az f(x) egy olyan fiiggvény, amelyiknek ismerjiik a grafikonjat, és legyen g(x) = ax + b,
ahol a és b rogzitett valds szamok.

e Kiilso fiiggvénytranszformaciordl a h = g o f dbrazoldsakor beszéliink, ekkor h(x) =

9(f(x)) = af(x) +b.

e Belso fiiggvénytranszformaciorél a h = f o g dbrazoldsakor beszéliink, ekkor h(z) =

f(g(x)) = flax +b).

o Osszetett fiiggvénytranszformécié esetén kiils és belsd transzformécié is eléfordul.
Példak:

— Legyen g1(x) = x + b, g2(x) = ax, g3(x) = ax + b, valamint hy(x) = g1 (f(z)) = f(z) +
b, ha(x) = g2 (f(2)) = af(z), hs(x) = g5 (f(x)) = af(x) +b.
hy abrazolasdhoz az f fiiggvény grafikonjat b-vel toljuk felfele, ha b > 0, illetve |b|-vel lefele,
ha b < 0.
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hy dbrazoldsdhoz az f fliggvény grafikonjat az y tengely irdnydban a-szorosdra nyujtjuk, ha
a > 1, illetve 1/a-ad részére zsugoritjuk, ha 0 < a < 1. Ha a < 0, akkor a nyujtds vagy
zsugoritds mellett a grafikont tiikkrozziik is az = tengelyre.

hs dbrazoldsdhoz az f fliggvény grafikonjat az y tengely irdnydban a-szorosdra nyujtjuk, ha
a > 1, illetve 1/a-ad részére zsugoritjuk, ha 0 < a < 1. Ha a < 0, akkor a nyujtds vagy

zsugoritds mellett a grafikont tiikrozziik is az x tengelyre, majd a kapott grafikont b-vel toljuk
felfele, ha b > 0, illetve |b|-vel lefele, ha b < 0.

Ha f(z) = 2%, g1(z) = = + 3, g2(x) = 27 és g3(z) = 2z + 3, akkor a grafikonok képei:

2
9 y=2X +3
2
y=x +3
6.
2
y=2X
2
y=X

— Legyen ¢1(x) = x + b, g2(x) = ax, g3(x) = ax + b, valamint hy(z) = f(g1(x)) = f(z +
b), ha(x) = [ (92(x)) = flax), hs(x) = [ (g3(x)) = f(az +b).
hy dbrdzolasihoz az f fiiggvény grafikonjét b-vel toljuk balra, ha b > 0, és |b|-vel toljuk
jobbra, ha b < 0.

hy dbrazolaséhoz az f fiiggvény grafikonjdt az = tengely irdnydban 1/a-szoroséra nyujtjuk,
ha 0 < a < 1, illetve a-ad részére zsugoritjuk, ha @ > 1. Ha a < 0, akkor a nyujtas vagy
zsugoritds mellett a grafikont tiikrozziik is az y tengelyre.

hs dbrazolasdhoz az f fiiggvény grafikonjat el6szor b-vel toljuk balra, ha b > 0, és |b|-vel
toljuk jobbra, ha b < 0, majd a kapott grafikont az x tengely irdnydban a-szorosdra nyujtjuk,
ha a > 1, illetve 1/a-ad részére zsugoritjuk, ha 0 < a < 1. Ha a < 0, akkor a nyujtds vagy
zsugoritas mellett a grafikont tiikrozziik is az y tengelyre.
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Ha f(z) = 2%, g1(z) = 2 + 3, go(x) = 27 és g3(x) = 22 + 3, akkor a grafikonok képei:

40
y=(2x+ 3)2
30
y=(x+3)°
204

— Legyen gi(z) = ax + b, g2(x) = cx + d, valamint h(z) = g1 (f (g2(2))) = af(cx + d) + .
Ekkor h(z) dbrazolasanak 1épései: f(z), f(z + d), f(cx + d),af(cx + d),af(cx + d) + b.

Ha f(z) = 2%, g1(z) = =3z — 5 és go(x) = 2x + 3, akkor a grafikonok képei:
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A fliggvénytraszformaciokat a transzformaciok szerint is lehet csoportositani.

Fiiggoleges eltolas:
Azy = f(z) + ckifejezés az f(x) grafikonjat felfelé tolja
c-vel, ha ¢ > 0 és lefelé |c|-vel, ha ¢ < 0.

Vizszintes eltolas:
Az y = f(x + c) kifejezés az f(x) grafikonjdt balra tolja
c-vel, ha ¢ > 0 és jobbra |c|-vel, ha ¢ < 0.

Fiiggoleges nyujtas:

Az y = cf(z) kifejezés az f(x) grafikonjit az y tengely
iranyaban c-szeresére véltoztatja. Ha ¢ > 1, akkor nyujtja,
ha 0 < ¢ < 1, akkor zsugoritja. Ha pedig ¢ = —1, akkor
tikkrozi az x tengelyre.

Vizszintes nyujtas:

Az y = f(cx) kifejezés az f(x) grafikonjit az = tengely
iranyaban c-szeresére valtoztatja. Ha 0 < ¢ < 1, akkor
nyujtja, ha ¢ > 1, akkor zsugoritja. Ha pedig ¢ = —1,
akkor tiikrozi az y tengelyre.
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3.5. Fontosabb elemi fiiggvények: grafikonok, tulajdonsagok

Linearis fiiggvények:

Az f(x) = mx + b vagy y = mx + b alakd fiiggvényeket

linearis fiiggvényeknek nevezziik. Itt m és b dlland6. Az \ y=2x-1
elnevezést az indokolja, hogy grafikonjuk a sikban egye- x

nes. Itt m az egyenes meredeksége, b pedig az y tengellyel

valé metszéspontja az egyenesnek.

Abban a specidlis esetben, amikor m = 0, azaz a fiiggvény
grafikonja egy vizszintes egyenes, konstans fiiggvényrol
beszéliink.

Hatvanyfiiggvények:

Az f(x) = =% vagy y = z“ alaku fiiggvényeket hatvanyfiiggvényeknek nevezziik. Itt a egy al-
landd, a hatvany kitevgje. EgyelSre csak olyan hatvanyfiiggvényekkel foglalkozunk, amelyeknek
a kitevGje egy nem 0 egész szam. Ha ez a kitevd egy pozitiv egész szam, akkor a fiiggvény értel-
mezési tartomdnya az egész szdmegyenes. Ha a kitevd negativ, akkor a fiiggvény nincs értelmezve
0-ban.

A pozitiv kitevds hatvanyfiiggvényekbdl és konstansokbdl az Osszeadds és szorzds segitségével
eldallithaté fiiggvényeket polinomoknak nevezziik. Minden polinom felirhaté

p(z) = ag + a1z + apx® 4 - - + apa”

alakban, ahol ag, ay, as, . . . a, valés szdmok, a polinom egyiitthatdi. Azt a legnagyobb £ indexet,
amelyre aj; # 0, a polinom fokanak nevezziik. Emiatt szokds a konstans fiiggvényeket 0-ad foku
polinomoknak is nevezni.

3
y=x

Y
P H S

n
==

y=
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A tortkitevojii hatvanyfiiggvények koziil kiilonosen fon-
tos az f(z) = vz = ='/? négyzetgyokfiiggvény és az
f(z) = ¥z = z'/3 kiobgyokfiiggvény. A négyzetgyok-
fiiggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete a [0, 0o) N
félegyenes, azaz a nemnegativ valdés szdmok. A kob-
gyokfiiggvény értelmezési tartomdnya €s értékkészlete a
(—o0, 00) egyenes, azaz az Osszes valos szam.

yEvx

3
g

Exponencialis fiiggvények:

Az f(z) = o alaki fiiggvényeket a-alapi exponencialis
fiiggvényeknek nevezziik. Itt az a alap csak pozitiv, 1-t6l
kiilonb6z6 szdm lehet: @ > 0 és a # 1. Az exponencidlis
fiiggvények értelmezési tartomdnya (—oo, 00), értékkész-
lete pedig (0, c0).

Logaritmusfiiggvények:

Az f(z) = log,x alakd fiiggvényeket a-alapu loga-
ritmusfiiggvényeknek nevezziik. Ezek az exponencidlis
fliggvények inverzei. Az alap itt is csak pozitiv, 1-t6] kii- -
16nbdz6 szdm lehet: a > 0 és a # 1. A logaritmusfiiggvé- | y=log )
nyek értelmezési tartoménya (0, 00), értékkészlete pedig T
(—00, 00).

»=log, (x)

y=log | (x)

Trigonometrikus fiiggvények:

Az alébbi dbrakon a négy legismertebb trigonometrikus fiiggvény grafikonja lithat6. Koziilik a
sinx és a cosx mindeniitt értelmezve van, értékkészlete a [—1, 1] zart intervallum és 27 szerint
periodikus.

. » oo 2z 7z P m
A tg x fliggvény nincs értelmezve ott, ahol a cos x fliggvény értéke 0, azaz az x = 5 + km helyeken,
ahol £ tetszbleges egész szam.
A ctgx fliggvény nincs értelmezve ott, ahol a sin z fliggvény értéke 0, azaz az + = km helyeken,
ahol k tetszbleges egész szam.
A tgx és a ctgx fiiggvény értékkészlete (—oo, 00) és 7 szerint periodikus.
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y=1tgx y = ctg x

3.6. Szakaszonként megadott fiiggvények

Fiiggvényeket tobbféle médon lehet megadni. Legtobbszor valamilyen képlettel fogjuk megadni a
hozzarendelést.

Ugyanakkor egy fiiggvényt nem feltétleniil egyetlen képlettel adunk meg az egész értelmezési tar-
tomanyon. Vannak olyan fiiggvények, amelyeket kiillonb6z6 intervallumokon mas-mads képlet defi-
nidl.

Példak:
3_
2_
2_
1_
7
'1 0 1 ?i
0 .
1 2 14
_2—
() x+1, hazx<]1 —x2, haz <0
x) =
z2—1, haz>1 g(xr) = { —2x, hao <z <1

z2—1, hal<z
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| x, hax >0
€xrl =
—x, hax <O

Nem adhat6é meg egyetlen képlettel az [z] (z egész része vagy egész rész x) és a {x} (x tortrésze
vagy tortrész x) fiiggvény sem.

3.12. Definici6: Az x valds szdm egész része, jele [z], olyan egész szam, amelyre teljesiil, hogy
r—1<[z] <.

Példak:

23] =2, [39]=3, [5]=5, [0]=0, [-02]=-1, [-2,6]=-3, [-4]=—4

3.13. Definici6: Az [z] fiiggvény minden valés szdmhoz a szdm egész részét rendeli.

1_ M
T T T 1
2 1 0 1 2
s
G ——() _p
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3.14. Definici6: Az x val6s szdm tortrészét, jele {x}, dgy kapjuk, hogy a szdmbdl kivonjuk az
egész részét: {z} = x — [x].
Példak:

{231=03, {39}=09, {5}=0, ,{0}=0,
{-02} =08, {-26}=04, {-4}=0.

3.15. Definici6: Az {z} fiiggvény minden valés szdmhoz a szdm tortrészét rendeli.

nNo
—
=
—
N

{a})

Megjegyzés: Egy fiiggvényt nemcsak szakaszonként hatdrozhat meg egy képlet, hanem tetszSleges
ponthalmazokon is meg lehet adni értékeket.
Példak:

—x, har < —3

4_
g(x) =<5, har = -3 \
3_

r, har > -3

1, ha x racionélis
h(z) = o i
—1, ha x irraciondlis
Az elsé példdban szerepld fiiggvény gra- e o oo
fikonjat konny( lerajzolni, a masodik pél- 7
ddban szerepld fiiggvény grafikonjat pedig -2
nem lehet lerajzolni. —x, hax < -3

g(x) = {5, hax = —3

3.7. Egyenlotlenségek grafikus megoldasa

A fiiggvénygrafikonok dbrdzoldsa hasznos mdédszer az egyenldtlenségek megolddsakor. Nem fel-
tétleniil helyettesiti a pontos értékek kiszamoldsaban az algebrai megoldast, de kiegésziti azt, és
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segit a hibak elkeriilésében.

Mindig érdemes vazolni a grafikonokat, ha az egyenl6tlenségben masodfoku fiiggvény szerepel.
Akkor is érdemes vazolni a grafikonokat, ha az egyenlGtlenségben egyszer(ibb trigonometrikus,
logaritmus vagy exponencidlis fiiggvények szerepelnek.

Példak:
— Oldjuk meg az 2> > 9 egyenl6tlenséget!

— Oldjuk meg az 2% + x — 6 > 0 egyenl&tlenséget!
— Oldjuk meg az —222 — 8 < —12x + 2 egyenlStlenséget!
— Oldjuk meg a /7 > 22 egyenl6tlenséget!

— Oldjuk meg az |2z — 3| > z egyenl&tlenséget!
. 1" p <

— Oldjuk meg az (5) > 4 egyenl6tlenséget!

— Oldjuk meg a log,, ; * < 1 egyenlGtlenséget!

1
— Oldjuk meg a sinz > 5 egyenldtlenséget!

— Oldjuk meg a sin x > cos z egyenltlenséget!

— Oldjuk meg a tgz > 1 egyenl&tlenséget!
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y=X
- Jx 2
RS y=[2x-3|
\ : 1
y=X
~ } 1 3
Vv > x? |22 — 3| > =
2
y=1
&ogm
L
N
0.1
logy,x <1
1
Y72
LN\ LN
¢ AN ) AN
) AT
6 6 6 6
y = sin(x)
: 1 :
smw>§ siInax > cCosx

3.8. Szélsoérték-feladatok megoldasa masodfokii fiiggvény segit-
ségével

7 2z

Bizonyos széls6értékeket konnyen meghatarozhatunk a masodfoku fiiggvény segitségével. A leg-
egyszer(ibb ilyen feladat valamilyen konkrét masodfoku fiiggvény szE€lsdértékének a meghataroza-
sa. A megoldds sordn érdemes abrazolni a fliggvény grafikonjat.

Példak:
— Hatérozzuk meg az f(z) = 2% + 2z + 3 fiiggvény minimumat!

Megoldas: f(z) = z? + 2z + 3 = (v + 1)* + 2. A fiiggvény minimumhelye x = —1-ben
van, €s a minimumeérték 2.
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f(x)=2*+2x+3
— Hatédrozzuk meg az f(r) = —222 + 4z + 4 fiiggvény maximumat!

Megoldas: f(r) = —222+4z+4 = —2[2? — 22 — 2| = =2 [(z — 1)* — 3] = —2(z—1)*+6
A fliggvény maximumhelye z = 1-ban van, és a maximumérték 6.

-2

f(x) = —2x2+4x+4

— Mennyi a K = 400 hosszusagegység kertiletli téglalapok teriiletének a maximuma? Hat4-
rozzuk meg a maximalis teriilettel rendelkezd téglalap oldalait!

Megoldas: Legyen a téglalap két oldala a és b. Ekkor K = 2a + 2b = 400, amibdl b =
200 — a. A téglalap teriilete az a oldal fiiggvényében T'(a) = a - (200 — a) = —a® + 200a =
—[a? — 200a] = — [(a — 100)% — 10000] = —(a — 100) + 10000.

A téglalap teriilete maximalis, ha a = 100 hosszisagegység. Ekkor b = 200 —a = 100, tehat
a téglalap négyzet, és a maximalis teriilet 10000 teriiletegység. (Ld. még Megoldas nevezetes
kozepekkel.)

3.9. Fiiggvények inverze

3.16. Definicié: Azt mondjuk, hogy az f : A — R valés fiiggvény egy-egyértelmii vagy kolcso-
nosen egyértelmdi, illetve invertalhaté, ha az f figgvény kiilonb6z6 A-beli pontokhoz kiilonb6z6
értékeket rendel.
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Példak egy-egyértelmd fiiggvényekre: z, 23, /x, logs x, 2%.
Nem minden fiiggvény egy-egyértelmd, példdk nem egy-egyértelmd fiiggvényekre: 2?2, sin z, |z|.

3.17. Definicié: Inverz fiiggvény. Kolcsonosen egyértelm fiiggvények esetében a hozzarende-
1és irdnyat meg lehet forditani. Ekkor az eredeti fiiggvény értékkészletébdl lesz az uj fiiggvény
értelmezé€si tartomanya, és az eredeti fliggvény értelmezési tartomanyabdl lesz az 1j fiiggvény ér-
tékkészlete. A hozzarendelés megforditasaval invertaljuk a fiiggvényt. Az el6bbi mddon kapott Uj
fliggvény az eredeti fiiggvény inverze, illetve az eredeti és az Uj fliggvény egymads inverzei.

Az f fiiggvény inverzét f~!-gyel jeloljiik. Ne keverjiik 6ssze az inverz fiiggvényt a fiiggvény
reciprokaval.

Ha f és g egymas inverzei, akkor f értelmezési tartomanya megegyezik g értékkészletével, f ér-
tékkészlete megegyezik g értelmezési tartomdnydval, tovdbbd, ha f értelmezve van az a helyen, és
f(a) = b, akkor g(b) = a.

Példak: Az f(x) = x fiiggvény inverze f~!(z) = z,ag(z) =z
inverze 3*.

Fontos: Csak egy-egyértelmi fiiggvénynek van inverze.

Mivel az inverz fiiggvényt a leképezés irdnyanak megforditasdval kapjuk, a grafikon dbrdzoldsakor
ez az x és y tengelyek szerepének felcserélését jelenti. Ezért az inverz fiiggvények grafikonjai
szimmetrikusak az y = = egyenesre.

3 inverze g (x) = /x, és logy x

2

_2d

Nincs inverze példdul az egész szdmegyenesen értelmezett 22 fiiggvénynek, mert nem kolcsonosen
egyértelmd. Az x? fiiggvény grafikonjat lehet tilkrozni az y = x egyenesre, de az igy kapott gorbe
mar nem fiiggvénygrafikon, mert fiiggvények esetében egy helyhez pontosan egy értéket rendeliink.
Van viszont inverze az z? fliggvénynek, ha példéul csak a (—oo, 0] intervallumon értelmezziik, mert
itt egy-egyértelmdi.
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s s
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/ 7
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Az inverz fiiggvény jelolését a zsebszamologépeken is lathatjuk. Példaul a "sin" gomb felett van a
"sin~!" felirat. Az egész szdmegyenesen a szinusz fiiggvény sem egy-egyértelm, tehit az egész
szdmegyenesen nincs inverze. Ha viszont csak a [—7 /2, 7/2] intervallumon értelmezziik, ott mar
egy-egyértelm, és van inverze. Ennek a [—7 /2, 7 /2] intervallumra megszoritott szinusz fiiggvény-
nek az inverzét jeloljiik sin~!-gyel vagy arcsin-szal.

Példa:

Hatdrozzuk meg az f : [0,00) — R, f(z) = 2 + x fiiggvény inverzét, tovdbbd adjuk meg az
inverz értelmezési tartoményét és értékkészletét!

Hay = f(x) = 2* +x, és a hozzdrendelést megforditjuk, vagyis x €s y szerepét felcseréljiik, akkor
az v = y? + y egyenlethez jutunk. Ezt y-ra megoldva:

1414 4x —1—1+14x
- 2

ésazyy = 5

eredményeket kapjuk. A két eredmény koziil egy konkrét értékpar segitségével tudjuk kivalasz-
tani az eredeti fiiggvény inverzét. Valasszuk az = = 1 helyet, és itt f(1) = 2. Tehat az inverz
fiiggvényre igaz, hogy f~1(2) = 1. Az y, értéke 2-ben 1, tehét az f(x) = x* + z fiiggvény inverze

B —14++1+44x
— 5 ]

(y2 értéke 2-ben —2 # 1, tehdt y, nem lehet f inverze.) Az inverz értelmezési tartoménya [0, 00)
(és nem [—1/4, 00)), értékkészlete pedig [0, 00).

n

f—l
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3.10. Feladatok

Igazak-e a kovetkezo allitasok?

Minden p(x) polinom esetén vannak olyan z < y szdmok, amelyekre teljesiil, hogy p(z) <
p(y).

Vannak olyan x < y szdmok, amelyekre minden polinom esetén teljesiil, hogy p(x) < p(y).

Van-e olyan f : R — R fiiggvény, amelyre a

Minden x-hez van olyan y > x, amelyikre f(xz) < f(y).
Van olyan y, hogy minden x < y esetén f(x) < f(y).

allitasok koziil pontosan
(@ 0 (b1 (c) 2
teljesiil?

Fogalmazzuk meg, hogy mit jelent az, hogy egy fiiggvény az (1, 3) intervallumban monoton
nd! Fogalmazzuk meg, hogy mit jelent az, hogy egy fiiggvénynek az abszolit minimuma 4.

Fogalmazzuk meg, hogy mit jelent az, hogy egy fiiggvény a (—1, 3) intervallumban monoton
csokken! Fogalmazzuk meg, hogy mit jelent az, hogy egy fiiggvénynek abszolit minimuma
van az x = 4 pontban!

Indokoljuk az alabbi kérdésekre adott valaszokat!

o N N

Lehet-e két szigordan monoton nové fiiggvény 0sszege szigorian monoton csokkend?

Lehet-e két szigordan monoton nové fiiggvény szorzata szigordan monoton csokkens?

Igaz-e, hogy ha az f + g fliggvény szigorian monoton novd, akkor f is és g is szigordan
monoton ndvo fliggvények?

Adjunk példat olyan szigorian monoton novo f és g fiiggvényekre, ha vannak ilyenek,
amelyeknek az Gsszege
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szigorian monoton novo.

3.10. | szigordan monoton csokkend.

Adjunk példat olyan szigorian monoton novo f és g fiiggvényekre, ha vannak ilyenek,
amelyeknek a szorzata

3.11. | szigordan monoton nova.

3.12. | szigordan monoton csokkend.

Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyiknek

3.13. | nincs abszoldt minimuma?
3.14. | nincs sem abszolit minimuma, sem abszolit maximuma?

3.15. | nem monoton az egész szamegyenesen, de nincs sem abszolit minimuma, sem abszoltt ma-
ximuma?

minden pontban az abszolit minimummal egyezik meg a helyettesitési értéke?

Van-e olyan minden valds szamon értelmezett fliggvény, amelyik szigordan monoton csok-
ken a (—o0, 0) intervallumon, szigordan monoton né a (0, o) intervallumon, és 0-ban nincs
minimuma?

Van-e olyan minden valds szdmon értelmezett fiiggvény, amelyik nem vesz fel 2-nél nagyobb
értéket, de nincs maximuma?

Van-e maximuma a {z} fiiggvénynek?

Van-e minimuma, illetve van-e maximuma a kovetkez6, mindeniitt értelmezett fiiggvé-
nyeknek?

fla) = Io fla) =2

322 | f(z) = {?l E:i ig 3.23. | D(z) = {

1, haze@Q
0, hazx¢Q
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(x) =zsinx z - D(x)
(x) =x +cosw z+ D(x)

Van-e minimuma, illetve van-e maximuma a kovetkez6, mindeniitt értelmezett fiiggvé-
nyeknek?

f(@) = {z} (@) = la]

() = {sinz} () = [sina]

f(z) = {2sinz} f(x) = 2sinz]
f(x):{%sinx} 335. | f(z) = Bsinx}

Keressiik meg a kovetkezo fiiggvények szélsoértékhelyeit, és adjuk meg a szélsoértéket
is!

3.36. | 22+2—6 337. | —22—2—10

Keressiik meg a kovetkezo fiiggvények szélsoértékhelyeit a megadott intervallumokon,
és adjuk meg a szélsoértéket is!

3.38. | 22+ 2 —6, [—3,10] 3.39. | —22 -2 —6, 2, 5]

Hatdrozzuk meg a c paramétert Ggy, ha lehet, hogy az f(x) = x? + 2z + c fiiggvény

grafikonja érintse az x-tengelyt!
minimuma —5 legyen!

3.42. | csak negativ értéket vegyen fel!

Hatdrozzuk meg a c paramétert Ggy, ha lehet, hogy az f(x) = x? + 2z + c fiiggvény

grafikonja érintse az y = 3 egyenest!
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maximuma 7 legyen!

3.45. | csak pozitiv értéket vegyen fel!

Keressiik meg a kovetkezo fiiggvények szélsoértékhelyeit, és szélsoértékeit!

3.46. | 222 +8x—4 347. | —22+8x+4

222 + 4x + 16 349. | —x?—4x—16

Van-e olyan f : R — R fiiggvény, amelyiknek a grafikonja szimmetrikus az

3.50. | y tengelyre? x tengelyre?
3.52. | y = x egyenesre? x = 2 egyenesre?
3.54. | y = 2egyenesre? origoéra?

3.56. | (5,0) pontra? (5, 3) pontra?

3.58. | Fogalmazzuk meg, hogy mit jelent az, hogy egy fiiggvény péros! Fogalmazzuk meg, hogy
mit jelent az, hogy egy fiiggvény nem paros!

3.59. | Fogalmazzuk meg, hogy mit jelent az, hogy egy fiiggvény paratlan! Fogalmazzuk meg, hogy
mit jelent az, hogy egy fiiggvény nem paratlan!

Melyik fiiggvény paros, melyik paratlan, melyik se nem paros, se nem paratlan, melyik
paros is, és paratlan is?

3.64. | 2 +sinx 3.65. | 2+ cosx 0 20 4 27F

3.68. | Adjunk példat olyan f péros, és olyan g pératlan fiiggvényekre, amelyek 6sszege
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3.69.

3.70.

(a) pératlan.

(b) se nem paros, se nem pdratlan.

Legyen f : R — R. Tudjuk, hogy f(5) = f(—5). Kovetkezik-e ebbdl, hogy f pdros
fliggvény?

Legyen f : R — R. Tudjuk, hogy f(5) # f(—5). Kovetkezik-e ebbdl, hogy f nem pdros
fliggvény?

Melyik fiiggvény paros, melyik paratlan, melyik se nem paros, se nem paratlan, melyik
paros is, és paratlan is?

|

3.75.

NLG sin cos log, |z|
log 7 ; = )

Adjunk példat olyan f paros, és olyan g paratlan fiiggvényekre, amelyek Osszege

3.79.

3.80

3.81

3.82.

3.83.

paros.

péros is, €s paratlan is.

Legyen f egy mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy f(5) = —f(—5).
Kovetkezik-e ebbdl, hogy f paratlan fiiggvény?

Legyen f egy mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy f(5) = —f(=5).
Lehet-e f paros?

Legyen f egy mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy f(5) # —f(—5).
Kovetkezik-e ebbdl, hogy f nem paratlan fiiggvény?
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Igaz-e, hogy egy paros és egy paratlan fiiggvény osszege

paros? paratlan?

se nem paros, se nem paratlan? paros is és pdratlan is?

Lehet-e egy paros és egy paratlan fiiggvény osszege

3.88.

3.90.

3.92.

3.93.
3.94.

3.95.

3.96.

paros? péaratlan?
se nem paros, se nem paratlan? péros is és pdaratlan is?

Bizonyitsuk be, hogy minden f : R — R fiiggvény felbonthaté egy paros és egy paratlan

fliggvény Osszegére!
Van-e olyan fliggvénygrafikon, amelynek végtelen sok

(a) szimmetriatengelye (b) szimmetria-kdzéppontja
van?
Van-e olyan fiiggvénygrafikon, amelynek pontosan 3

(a) szimmetriatengelye (b) szimmetria-kdzéppontja
van?

Van-e olyan f : R — R fiiggvény, amelyikre a

Minden x-hez van olyan p # 0 szam, hogy f(x + p) = f(x).
Van olyan p # 0 szam, hogy minden x esetén f(x + p) = f(x).

allitdsok koziil pontosan
(a) 0 (b) 1 (c) 2

teljesiil?

Fogalmazzuk meg, mit jelent az, hogy egy fliggvény periodikus! Fogalmazzuk meg, mit

jelent az, hogy egy fiiggvény nem periodikus!
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3.97

. .
. .

3.98

3.99.

Fogalmazzuk meg, mit jelent az, hogy a 3 periddusa egy fiiggvénynek! Fogalmazzuk meg,
mit jelent az, hogy a 3 nem periddusa egy fiiggvénynek!

Van-e olyan fliggvény, amelyiknek pontosan
(@ 0 (b) 1 (c) 2
periddusa van?

Adjuk meg a sin 2z + cos 3z fiiggvény legkisebb pozitiv periddusat!

Periodikusak-e a kovetkezo fiiggvények? Ha igen, adjunk meg egy periodust!

EJ)
[y
S
=

Sﬂ
[
(=}
:h

w
s
S
o®©

3.112.

3.113.

) 2 & g
[sin z] sin? x |cos z| 3
sin 22 {z}? [x]? 1+sinz

Periédusa-e a {z} fiiggvénynek
(a) az 1, (b) a2, (c) a3?
Van-e {x}-nek 1-nél kisebb pozitiv periédusa?

. 1; h e . . .
Bizonyitsuk be, hogy a D(z) = arcQ fiiggvény periodikus, és minden nem 0

0, haz ¢ Q

raciondlis szdm a periddusa. Van-e a pozitiv periddusok kozott legkisebb?

Legyen f(xz) = sin x és g(x) = x2. Irjuk fel az alabbi osszetett fiiggvényeket:

3.114.

Legyen f () = sinx és h(x) =

f (9(=)) g (f(x)

Irjuk fel az alabbi osszetett fiiggvényeket:

x2+1
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h(f @) f (h(a))

Irjuk fel egyszerii alakban a kovetkezd fiiggvényeket, és abrazoljuk is Gket!

D (D(x)) [sin a] {cos z)

3.121. | Adjunk meg olyan f : R — R fiiggvényt, ha van ilyen, amelyre igaz, hogy f (f(z)) = —=z.

Van-e inverziik a kovetkezo fiiggvényeknek? Ha igen, adjuk meg az inverz fiiggvénye-
ket!

[iRE, @)= PRV 2R S0 =

fRA(1} R, fz)= f:(~00,00) 5 R, f(x) = ( +2)°
fil-lioo) 5 R, f(@) = (@ +2)2(3127.] [:[-10,00) 5 R, f(2) =a? + da
f:[2,00) 2 R, f(z)=2>—4x fi(—00,4] = R, f(z)=2%—4z

3130. | f:R—R, f(z)=2>—4x+1 |313L.| f:[-52] =R, f(z)=2*—4z+1

fROR f<x>={§j e

Keressiink inverz parokat a fiiggvények kozott!

s) i [ (1) B 30 e

3.141. | Adjunk meg olyan fiiggvényeket, amelyek sajat maguk inverzei!

3.142. | Igaz-e, hogy ha egy tetszSleges, mindeniitt értelmezett fiiggvény grafikonjét tiikrozziik az
y = x egyenesre, akkor megkapjuk az inverz fiiggvény grafikonjit?
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3.143.

3.144.

3.145.

3.146.

3.147.

3.148.

h
Legyen f(z) = {x_; ahz :f ;QQ

Van-e olyan intervallum, ahol f monoton? Van-e f-nek inverze?

Adjunk meg olyan intervallumokat, amelyeken az f(r) = 22 fiiggvénynek van inverze!
Adjuk meg az inverzeket ezeken az intervallumokon! Adjuk meg az inverzek értelmezési
tartomanyat és értékkészletét!

, 1
Adjuk meg 5
x
monoton! Adjuk meg az inverz értelmezési tartomanyat €s értékkészletét!

3 inverzét a |0, 1] intervallumon, és bizonyitsuk be, hogy az inverz fiiggvény

Van-e olyan fiiggvény, amelyiknek a grafikonja a sik 6sszes egyenesét metszi?
Van-e olyan fliggvény, amelyik a sik 6sszes egyenesét végtelen sok pontban metszi?

Van-e olyan fliggvény, amelyik végtelen sokszor felvesz minden valés értéket?

Lehet-e valamilyen fiiggvény grafikonja

3.149.

3.151.

egy kor? 3.150. | egy 4ll6 parabola?
egy fekvo parabola? 3.152. | egy vizszintes egyenes?

Lehetnek-e a kovetkezo egyenesek valamilyen linearis fiiggvény grafikonjai? Ha igen,
hatarozzuk meg a linearis fiiggvények meredekségét!

2y—3r =4 4y:—12 43::24

Lehetnek-e a kivetkezo egyenesek valamilyen linearis fiiggvény grafikonjai? Ha igen,
hatarozzuk meg a linearis fiiggvények meredekségét!

—3y+2x =5 -2y =28 3y + 5z = 20
0 =10 5o+ 3y = 20 -
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3.162. | Irjuk fel az annak az els6foku fiiggvénynek a hozzarendelési szabalyat y = ma + b alakban,
amelyre igaz, hogy dtmegy a P(3;2) ponton és a meredeksége 5.

Irjuk fel az annak az els6foka fiiggvénynek — ha van ilyen fiiggvény — a hozzérendelési
szabalyat y = ma + b alakban, amelyre igaz, hogy

3.163. | idtmegy a P(2;3) ponton és a meredeksége —2!
3.164. | dtmegy a P(2;3) és Q(—5; —7) pontokon!

3.165. | atmegy a P(—2;3) ponton és a meredeksége 5!

3.166. | dtmegy a P(2;3) és (2; —7) pontokon!

Van-e olyan elséfoki p(x) = ax + b,a # 0 polinom, amelyre igaz, hogy minden x
esetén

3.167.| p(z+2) = 2p(x)? op(z) = plz — 1) + plx + 1)?

3.169. | p(x+1)=p(2x)?

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheté legbGvebb értelmezési tartomanyat,
majd abrazoljuk oket! Hatarozzuk meg az értékkészletiiket! Szinezziik pirosra az x
tengelyen azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény monoton novo, és kékre azokat, ahol
monoton csokkeno! Hatarozzuk meg a minimum- és maximumhelyeket, ha vannak, és
a minimum és maximum értékeket is!

3.170. | 42 Jz é

Szamoljuk ki a kovetkez6 szamok egész részét és tortrészét!
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3.180.| —0,3 —0,7 3.182.| —35 —6

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheté legbovebb értelmezési tartomanyat,
majd abrazoljuk oket! Hatarozzuk meg az értékkészletiiket! Szinezziik pirosra az x
tengelyen azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény monoton noévo, és kékre azokat, ahol
monoton csokken6! Hatarozzuk meg a szélsoértékhelyeket, ha vannak, és a szélsoérté-
keket is!

3.184. | [z] 3.185. | [3x]

{z}

3.192. {_g} 3.193. %{x}

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheté legbovebb értelmezési tartomanyat,
majd abrazoljuk 6ket! Hatarozzuk meg az értékkészletiiket! Szinezziik pirosra az x
tengelyen azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény monoton novo, és kékre azokat, ahol
monoton csokken6! Hatarozzuk meg a szélsoértékhelyeket, ha vannak, és a szélsoérté-
keket is!

3.197.| (—a) 12 ~ Vel

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheto legbdvebb értelmezési tartomanyat,
majd abrazoljuk 6ket! Hatarozzuk meg az értékkészletiiket! Szinezziik pirosra az x
tengelyen azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény monoton novo, és kékre azokat, ahol

monoton csokkend! Hatarozzuk meg a szélsoértékhelyeket, ha vannak, és a szélsoérté-
keket is!

sin Cos T tgx ctgx

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheto legbdvebb értelmezési tartomanyat,
majd abrazoljuk oket! Hatarozzuk meg a fiiggvények legkisebb pozitiv peridodusat is!
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sin mx —3sin (7m:+g)+2

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheté legbGvebb értelmezési tartomanyat,
majd abrazoljuk 6ket! Hatarozzuk meg a fiiggvények legkisebb pozitiv peridodusat is!

cos(z + ) 2sin <7T:L‘ + g) cos(2z + 2)
—3cos(2z —4) cos (g — 7T) %sin(—Zx +m)+3

1-— 2
3.212. | Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = sin’x és a g(z) = % figgvények egyenldk!

Felhasznalva az el6z6 egyenloséget, adjuk meg a kovetkezo Kifejezések értékét trigono-
metrikus fiiggvények hasznalata nélkiil!

o (-2)

B 1+ cos2z

3.215. | Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = cos’ x ésa g(x) = — fiiggvények egyenlSk!

Felhasznalva az el6z6 egyenloséget, adjuk meg a kovetkezo kifejezések értékét trigono-
metrikus fiiggvények hasznalata nélkiil!

3.218. | Szamitsuk ki sin® z és cos® z értékét, ha tg x = t.

Adjuk meg a kovetkezo szamok értékét minél egyszeriibb, logaritmust nem hasznalé
alakban!

Adjuk meg a kovetkezo szamok értékét minél egyszeriibb alakban logaritmus hasznala-
ta nélkiil!
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Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheto legbdvebb értelmezési tartomanyat,
majd abrazoljuk 0ket! Hatarozzuk meg az értékkészletiiket! Szinezziik pirosra az x
tengelyen azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény monoton novo, és kékre azokat, ahol

s2 2

monoton csokkend! Hatarozzuk meg a szélsoértékhelyeket, ha vannak, és a szélsoérté-

keket is!

3.231. (%)z log, ), —logy @ g x|

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények leheto legbovebb értelmezési tartomanyat!

Vannak-e a fiiggvények kozott egyenlok?

Va2 (va)’ logy 2
g Vs (vo)°

3.241. | Hol van a hiba a kovetkezd levezetésben?

3 > 2, ezért A A
3log. = > 2log- —.
0gr 5 > zlog, 5

A logaritmus azonossagét felhaszndlva:

1 4 3>1 4\
0g~ 5 0g7 5

Tehat:
4\° 4\ 2
—_ > —_
(5) - (5)-
azaz
64 - 16 80
125 7 25 125

Abrazoljuk a kiovetkezd fiiggvényeket!
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g fr =] +2 a3

Abrazoljuk a kivetkezd fiiggvényeket!

2] — 3 (Il — 31 <]

Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényeket! Hatdrozzuk meg az értékkészletiiket! Szinezziik
pirosra az x tengelyen azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény monoton novo, és kékre
azokat, ahol monoton csokken6! Hatarozzuk meg a szélsoértékhelyeket, ha vannak, és
a szélsoértékeket is!

3248 r, haz<l —224+1, haz<0
— 22, hax>1 3.249. —r+1, ha0<z<1

(r—1)%, hal<z

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények értelmezési tartomanyat, majd abrazoljuk
oket! Hatarozzuk meg az értékkészletiiket! Szinezziik pirosra az = tengelyen azokat
a szakaszokat, ahol a fiiggvény monoton novo, és kékre azokat, ahol monoton csokkend!

Hatarozzuk meg a széls6értékhelyeket, ha vannak, és a szélsoértékeket is! Vannak-e a
fiiggvények kozott parosak, paratlanok, periodikusak?

sl [ pml )] Gl ()

xXr
a1 [ (1) (e L ()

3.258. | Legyen f(x) = 2x — 3, és g(x) egy mindeniitt értelmezett fiiggvény. Milyen fiiggvény-
transzformécidval tudjuk dbrazolni az f (g(x)) ésa g (f(x)) fiiggvényeket g(x) grafikonjabél
kiindulva?

Oldjuk meg grafikusan a kovetkezo egyenlotlenségeket!

:1;2—420 6’/:(;—+3+8<0

Oldjuk meg grafikusan a kovetkezo egyenlotlenségeket!
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x2—3<0 (x—3)2—520 \/x—+3+4>5

Oldjuk meg algebrailag is, és grafikusan is a kovetkez6 egyenlotlenségeket!

- Lo

> 6

Oldjuk meg algebrailag is, és grafikusan is a kovetkezo egyenlotlenségeket!

1

X

Oldjuk meg a kovetkezo egyenlotlenségeket algebrai uton is, és grafikusan is!

log, z < 8 logg 2 > —2
277 < 64 sian%

Cosmgé tgx<1

Abrazoljuk a szamegyenesen a kivetkezo egyenlétlenségek megoldiashalmazat!

&~ 2> 5 5 +5] > 4

Abrazoljuk a szamegyenesen a kivetkezd egyenlétlenségek megoldashalmazat!

14—z <3 74z <3

3.281. | Irjuk fel a kor teriiletét a kor keriiletének fiiggvényében! (Példdul a kor teriilete a sugdr
fiiggvényeben T'(r) = r?m.) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat!
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3.282. | Irjuk fel a kor teriiletét egy feleakkora sugard kor teriiletének, illetve keriiletének a fiiggvé-
nyében! Jeloljiik a fiiggd és a fiiggetlen valtozot! Hatdrozzuk meg a fiiggvény értelmezési
tartomanyat!

3.283. | Irjuk fel a gdmb felszinét a gomb térfogatanak fiiggvényében! Hatdrozzuk meg a fiiggvény

27 7

értelmezé€si tartomanyat! Jeloljiik a fiiggd €s a fiiggetlen valtozot!

3.284. | Adjuk meg a kocka térfogatit és felszinét a testdtl6 fiiggvényeben! Jeloljiik a fiiggs és a
fliggetlen valtozot! Hatdrozzuk meg a fliggvények értelmezési tartomdnyat!

3.285. | Adjuk meg a kocka testatlgjat a kocka térfogatdnak fiiggvényeben! Jeloljiik a fiiggs és a
fliggetlen véltozot! Hatarozzuk meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat!

3.286. | Egy kerékpdros egy r sugard, kor alakd palyan megy korbe-korbe dlland6 v keriileti sebes-
séggel. Az elfordulds ¢ szogét a kor kozéppontjat az indul6 kerékparossal 0sszekotd sugartol

mérjiik pozitiv irdnyban. Adjuk meg a kerékpdros altal megtett utat ¢ fliggvényében!

3.287. | frjuk fel az r sugard korcikk teriiletét a kozépponti szog fiiggvényében!

3.288. | Egy téglatest alakd, 250 m? alapteriiletti medencébe egy csapbdl 500 liter/perc sebességgel
folyik be a viz. Adjuk meg a viz h magassagat az id6 fiiggvényében, ha a medence kezdetben
iires volt, és a csapot délben nyitottdk ki! Mikor telik meg a medence a 3/4 részéig, ha a
mélysége 2 méter?

3.289. | Egy a éld kocka csticsai egy gobmbon vannak. Adjuk meg a gomb R sugarat az a élhosszisag
fliggvényeben!

3.290. | Egy a éli kocka éleit érinti az R sugard gomb. Adjuk meg az kocka a €lét az R sugar
fliggvényében!

3.291. | Egy h magassagbol leesd ki sebessége az id6 fiiggvényében v(t) = gt, ahol a g dllandé a

1
graviticios gyorsulds. A k& dltal megtett it az id6 fiiggvényében s(t) = 5 gt?. Adjuk meg a
ko éltal megtett utat a sebesség fiiggvényében!

3.292. | Egy ablak egy [ szélesség( téglalap, és a téglalapon nyugvo félkor. Készitsiink rajzot, irjuk be
az abraba a jeloléseket! Adjuk meg az ablak keriiletét és teriiletét a téglalap h magassaganak
a fiiggvényében! Jeloljiik a fiiggd és a fliggetlen véltozot!

3.293. | Irjuk fel a gomb felszinét egy kétszer akkora sugari gomb térfogatinak a fiiggvényében!
Jeloljiik a fiiggd és a fiiggetlen valtozot!
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3.294. | Egy téglatest alakd tartaly alapteriilete 7', magassdga h. A tartdly 12 6rakor tele van, pont
ekkor kezd a vizszint egyenletes v sebességgel csokkenni. Adjuk meg a tartidlyban levé viz
térfogatat az 1do fliggvényében, ha az id6t 12 6rakor kezdjiik mérni!

3.295. | Adjunk meg olyan mindeniitt értelmezett fiiggvényt, amelyikre teljesiil, hogy minden
7,y € Resetén f(z+y) = f(x) + ().

Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyikre minden x € R esetén igaz, hogy

() = () =5 )~ ) =
(#) = fl=a) = 2% 2f(x) +3f(1 —x) =52

3.300. | Abrizoljuk a derékszogi koordindtarendszerben azokat a pontokat, amelyek koordinatdira
teljestil, hogy siny = sin z.
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Sorozatok

4.1. Sorozatokrol altalaban

A sorozatok a pozitiv egész szamokon értelmezett fiiggvények. Mivel az értelmezési tartomany
a természetes szamok halmaza, a sorozatoknak mindig végtelen sok tagja van. Ha az értékkészlet
része a valds szdmhalmaznak, valds szdmsorozatrdl besz€liink. Mi a tovabbiakban mindig valds
szamsorozatokkal foglalkozunk.

A sorozatok jeldlése: (a,), (b,), . .., a sorozatok n-edik tagjanak jelolése: a,,, b, . . ..

A sorozatokat a tagjaik meghatdrozasdval adjuk meg. A tovdbbiakban, ha mast nem mondunk, az
1,7, k,l, m,n betlk pozitiv egészeket jelolnek.

Példak:
— Legyen a,, az n-edik pozitiv pdros szdm. igy a; = 2,a2 =4,a3 =6,...,a, = 2k, ...
l

1 2
Tehatb; = =, by = =, ..., b = ——, ...
ehat 01 272 37 » VI I 17

n
— L b, =
ceyen n+1

4.2. Rekurziv sorozatok

7 7z

Az el6z0 példakban a sorozat n-edik tagjat ki tudtuk szamolni kozvetleniil n-bdl.
A kovetkez6 példakban a sorozat valamelyik tagjdnak kiszamoldsdhoz ismerniink kell a sorozat
el6z0 tagjat vagy tagjait. Ezt a megadast rekurzionak hivjuk.

Példak:
— Legyen a; = 2,8és a, 11 = (—1)* + n. Ekkor

ay =2,a; = (=1)*+1=2,a3 = (—1)*+2=3,a4 = (-1)’+3 =2,a5 = (-1)*+4 =5 ..

Itt nem tudjuk kozvetleniil n segitségével megadni a sorozat n-edik tagjat.

ap, + Ap41

. Most
5 0s

— Legyena; =0,ay = 1és a, 2 =
a; =0,as =1,a3 =1/2,a4 =3/4,a5 =5/8, ...

— Legyena; =0,ay = 1és a,2 = a, + a,1. Most

a1 =0,a0=1,a3=1,a4 =2,a5 =3,a6 =9, ...
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Sokszor a feladatok megoldasdhoz hasznos, ha a rekurziéval megadott sorozatokat atirjuk olyan
alakba, ahol a sorozat tagjait kozvetleniil ki tudjuk szdmitani az indexiikbdl.

Példa: Legyen a; = 2, és a,,41 = (—1)* + 2. Hatdrozzuk meg a sorozat tagjait kozvetleniil az
index segitségével!
Megoldas: Az ilyen tipusu feladatokban célszer( kiszamolni a sorozat elsé tagjait:

a=2,a=(-1)+2=3a3= (-1 +2=1Lay=(-1)' +2=1,a5 = (-1)' +2= 1.

Ezutén az a sejtésiink, hogy n > 2 esetén a,, = 1. Ezt a sejtést példdul teljes indukciéval bizo-
nyithatjuk be.

Kiindulé tag: n =3, a3=1

Indukcios feltevés: Tegytik fel hogy valamilyen n > 3 esetén a,, = 1.

Ekkor a,,.1 = (—1) +2 = (—1)! 4+ 2 = 1, tehdt a sorozat 3-nal nagyobb indexd Osszes tagja 1.
Megjegyzés: A matematikdban az axiomak kivételével minden allitdst bizonyitani kell. Az egy-
szer(i vagy egyszerlinek l4tsz6 allitdsokat is. Bizonyitds kozben felhasznalhatjuk az axiomékat és a
mar kordbban bizonyitott dllitdsokat. Ahhoz, hogy tudjuk, hogy mit akarunk bizonyitani sejtésekre
van sziikségiink. A sejtésekhez rajzokkal, konkrét értékek kiszamitasdval juthatunk el. Nagyon
fontos, hogy meg tudjuk kiilonboztetni a sejtéseket a bizonyitott allitdsoktol.

4.3. Specialis sorozatok: szamtani és mértani sorozatok

4.1. Definici6: Ha egy sorozatban a szomszédos tagok kiilonbsége dllandd, akkor a sorozatot szam-
tani sorozatnak nevezziik.

4.2. Definici6: Ha egy sorozatban a szomszédos tagok hanyadosa allandd, akkor a sorozatot mér-
tani sorozatnak nevezziik.

Megjegyzés: A legtobb sorozat se nem szamtani, se nem mértani sorozat.
Példa: Melyik sorozat szamtani, melyik mértani a kovetkezd sorozatok koziil?

3 1
an = 5 bn:_
2n n
Megoldas:
3 3 , 3 3 3
Cl2—a1:1—§:—17 eSag_CLQ:g_Z:_ga

tehat a szomszédos tagok kiillonbsége nem allandd, tehét a sorozat nem szdmtani sorozat.

=

Uy 320 1

a,  3/2n 2

allando, tehdt (a,, ) mértani sorozat.

Megjegyzés: Ahhoz elég két, egymastol eltérd kiillonbséget mutatni, hogy biztosan megéllapithas-
suk, hogy a szomszédos tagok kiilonbségei nem dllandok. Annak bizonyitdsdhoz, hogy a szom-
szédos tagok hdnyadosai dllandok viszont nem elég két, egymdssal megegyez6 hdnyadost mutatni.
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Ebben az esetben az dsszes hdnyadost ellendrizni kell, és ezt igy tudjuk megtenni, ha a hdnyadost
altaldnosan irjuk fel.

1 1 1
b2_b1:§_17é§_§:b3_b27

tehat a szomszédos tagok kiillonbsége nem allandd, tehét a sorozat nem szdmtani sorozat.
by 1 /2 1/3 b3
by 1 7 1/2 by’

tehat a szomszédos tagok hanyadosa nem allandd, tehét a sorozat nem mértani sorozat.
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4.4. Feladatok

Adjuk meg a kovetkezo sorozatok elso 6 tagjat, valamint a k-adik és (k + 1)-edik tagot!

L | n? 1424+3+--+n
43. | ay =1,6s ani1 =nay, han > 1. - 2,ha2|n
TR

'H

Adjuk meg a kovetkezo sorozatok elso 6 tagjat, valamint a k-adik és (k + 1)-edik tagot!

1 1 1
2
1 e O N
n+ 1.2+2.3+ +n-(n+1)
—+/n, han prim -m [cosnr|, han > 3
{ {sinn7}, han <3

n + 3, egyébként

{cos nm, han <3 4.10. | o, =3,6sa,.1 =

1
,han > 1.
sinnm, han > 3 an + 1

G + Ap41
2

[

L. | 0, =0, ay=1,6sa,.9= ,han > 1.

g = » .h
N o

5N
[
[\°]

a1 =0 ay=1,8ésa,.90=a,+ a,r1,han > 1.

4.13. | Adjuk meg az els6 n tag dsszegét a kovetkezd sorozatok koziil azokndl, amelyek szdmtani,
illetve mértani sorozatok!

@ » (b) 3n 7 (¢) cos 2nm (d) n?
n
(e) 3-2" ) 5-27" (g) logyn (h) sin (ng)
4.14 L ! + ! + + 1 Szamitsuk ki az elsd n tag 0sszegét!
4. egyena, = —+—+---+ ———. n !
BYehan =175 7973 n-(n+1) & OSSZEE

4.15. | Mutassunk olyan N pozitiv egész szamot, amelyre igaz az, hogy han > N, akkor
4n® + 3n? + 100 > n*. Hiany megoldésa van a feladatnak?
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VIHV2+V34-- 4V

n
Van-e olyan tagja a sorozatnak, amelyik nagyobb, mint 100?

4.16. Legyen a, =

1
m Adjunk meg olyan N szdmot, hogy mindenn > N esetén teljesiiljon az /n + 1—+/n < 100
egyenldtlenség!

m Mutassunk olyan N pozitiv egész szamot, amelyre igaz az, hogy han > N, akkor
3nt +2n? 4+ 1 > n3 + 1000. Hiany megoldésa van a feladatnak?

m Mutassunk olyan N pozitiv egész szdmot, amelyre igaz az, hogy han > N, akkor
3nt — 2n3 > n3 + 1000. Hany megolddsa van a feladatnak?

Van-e a kivetkezd sorozatoknak 100-nal nagyobb tagjuk? Van-e olyan N € N, amely-
re teljesiil, hogy minden n > N esetén a,, > 100? Van-e a sorozatoknak 10-nél kisebb
tagjuk? Van-e olyan M € NT, amelyre teljesiil, hogy minden n > M esetén a,, < 10?

_VIHV2H VBtV

4.20

n

_VIHV2HVB

1+243+-+n

" 1+2434---4+n

_20(VI+V2+V3+-+Vn)

4.21.

n

423. | q,
n
4.24. an:\/I+\/§+\/§+"'+\/ﬁ
ny/n
“5(rjwﬁ+ﬁ+ﬁ+m+ﬁ)
. n = n\/ﬁ
) n++/n

1 1 1
Van-e olyan n € N, amelyre — + — + - - - + —— nagyobb, mint

Vi V2 vn
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4.33. | Bizonyitsuk be a binomidlis tétel segitségével, hogy minden pozitiv egész n szdmra igaz,
hogy 2" > n.

M Bizonyitsuk be a binomidlis tétel segitségével, hogy minden pozitiv ¢, és minden pozitiv
egész n szamra igaz, hogy (1 + ¢)™ > nc.

Adjunk meg olyan N szamot, hogy minden n > NN esetén teljesiiljon, hogy

4.35. | 1,01" > 100 0,9" < ﬁ V2 < 1.01

Sorozatok versenyfutasa: Azt mondjuk, hogy az (a,,) sorozat a versenyfutasban legyozi
a (b,) sorozatot, ha van olyan N € N7, hogy minden n > N esetén a,, > b,.
Hatarozzuk meg, hogy a kivetkezo feladatokban melyik sorozat nyeri a versenyfutast!

4.38. | a, =n' +3n°%—2n+500, b, =1000n"+ 100n> + 1
1

4.39. | a, = 1000n° + 100n® +6, b, =n' + —
n

a, = 1000n* +100n® + 1, b, =n° —/n — 300

441. | a, =+v/n+1—+/n, b,=0,0001

442. | a, =Vn+1—+n, b,=
443. | a, =Vn2+n—-n, b,=1
a, =vVn:+n—n, b,=

45. | @, =1,001", b, = 1000

1
an:%7 by =1+ —
n

LS
o
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4.47.

4.50.

4.51.

4.52.

n2

1\ 2
an:(1+_) ’ bn:1+@+ 200
n n

m Vannak-e olyan (a,) és (b,) sorozatok, amelyek koziil egyik sem gy6zi le a masikat?
b

€s
Vannak-e olyan (a,) és (b,) sorozatok, amelyek koziil mindketts legy6zi a mésikat?

Vannak-e olyan (a,,) és (b,) kiilonb6z§ sorozatok, amelyek koziil mindegyik legy6zi a
¢, = n sorozatot, de (a,,) és (b,) versenyfutdsdban nincs gyoztes?

Legyen (a,) és (b,) két pozitiv tagd sorozat! Hatdrozzuk meg a versenyfutds lehetséges

. ) : an + by o
eredményeit a,, és b,,, illetve — 5 " és v/a,b, kozott.

Tegyiik fel, hogy van olyan K € N*, hogy minden n > K esetén a,, > b,, és hogy van
olyan L € NT, hogy minden n > L esetén x,, > v,,. Melyik sorozat nyeri a versenyfutést:
anTy + bpyn vagy any, + by, ?

Bizonyitsuk be, hogy n > 100 esetén n° + 3n + 2 > 10n® + 3n® + 1. Igaz-e, hogy az
nS+3n+2 > 10n3+3n2+1 egyenlStlenséget minden 100-ndl nagyobb egész szam kielégiti?
Igaz-e, hogy az n® + 3n + 2 > 10n3 + 3n? + 1 egyenlStlenség megoldésa az egész szamok
halmazan n > 100?

Tegyiik fel, hogy van olyan N &€ NT, hogy minden n > N esetén a,, > b,.
Kovetkeznek-e ebbol a kovetkezo feladatok allitasai?

ey
e
3

Minden n < N esetén a,, < b,,.
Van olyan n < N, hogy a,, < b,,.

Az a,, > b, egyenlGtlenség akkor és csak akkor teljesiil, han > N.

Tegyiik fel, hogy van olyan N € N7, hogy minden n» > NN esetén a,, > b,,. Lehetnek-e
igazak a kovetkezo feladatok allitasai?

Minden n < N esetén a,, < b,,.
Van olyan n < N, hogy a,, < b,,.

Az a,, > b, egyenl6tlenség akkor €s csak akkor teljesiil, han > N.
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s 2

Mi a kovetkezo allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikb6l kovetkezik a masik?

4.59. | P: A versenyfutdsban az (a,,) sorozat legy6zi a (b,,) sorozatot.
Q: Végtelen sok n € N* esetén a,, > b,,.

m P: A versenyfutdsban az (a,,) sorozat legy&zi a (b,,) sorozatot.
Q: Az a,, < b, egyenlStlenség csak véges sok n € NT esetén teljesiil.
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Vegyes feladatok

5.1. Képrejtvények

Abrizoltunk néhany fiiggvényt, minden koordinatarendszerben kettét, de nem rajzoltuk ki a
koordinatarendszereket. Taldljuk ki, hogy melyik képlethez tartozik a z6ld, és melyikhez a
piros grafikon!

(a) (b)

\/

x? és (x — x? és (x + 5)2

(0 (d)

\/

x? — 5és (z — 3)? (x —3)2+56és (x + 3)? —
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1.0
1.0
0.5
0.5
T T T T
0.5 1.0 0 0.5 1.0
X X

(e)

— 0

0
x2 és x* VT és /T

5.2. | Abrazoltunk néhany fiiggvényt, minden koordinatarendszerben kett6t. Taldljuk ki, hogy me-
lyik képlethez tartozik a zold, és melyikhez a piros grafikon!

(a) (b)
x? és |x3| 2/ és \/2x
(©) (d

| AN
= NN

—VTés\/—x {—x}és —{zx}
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A kovetkezd fiiggvények koziil dbrdzoltunk néhanyat. Taldljuk meg az dbrdkhoz tartozo

fliggvényeket!
vV —2;
[2]*;

wd

v+ 2;

[%];

V2 —ux;

{2?};

—Vz+2;
{z}”.

/)

-2 -1 0

-1 0 1 2 3

4
X
0 1

1 2
X
5 6 7 8
2 3 4
X
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A kovetkez6 fiiggvények koziil dbrazoltunk néhdnyat a [—7, 7] intervallumon. Taldljuk meg
az abrékhoz tartozo fliggvényeket!

sinx /2 sin 2x sin?

2

sin x sin x sin(—x)

of5 0.5
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m A kovetkez6 fliggvények koziil dbrazoltunk néhdnyat. Taldljuk meg az dbrdkhoz tartozé

fliggvényeket!
log,
213

-200

-400 1

-600

-800 1

-1,000

logy(—x) —logy @
27" —2°
1,000
800
600
400
200 +
6 4 2 0 2 4 6
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Adjunk meg formuldkat a kovetkez6 fiiggvénygrafikonokhoz!

1
e
1
~ e
o )
N




Vegyes feladatok 90

m Adjunk meg formuldkat a kovetkezd ,,fé1” fiiggvénygrafikonokhoz tigy, hogy a formula
(a) péros (b) paratlan

fliggvényt hatdrozzon meg!

5 51
4 4
3 3
2 2
1 (—— 1_
0 2 2 0

(C, © 19

-2 1 0
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Keressiink inverz parokat a grafikonok kozott!

(a)

(0

(e)

(b)

(d)

®)
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5.2. Igaz-hamis kérdések

Melyik allitas igaz, melyik hamis minden olyan x esetén, ahol az adott részfeladatban
minden képlet értelmes? (A valaszt mindig indokoljuk meg!)

Va1 = Ja] +1 Va8 =a -2

sa2. | Lot s3] L1
x  x2 2 oz
514. | 1 < 3 5.15. | 22>
1
5.16. | > — S17. | x> /x
x
1
S <z 509. | /L _1
x 2 oz

Melyik allitas igaz, melyik hamis minden olyan x esetén, ahol az adott részfeladatban
minden képlet értelmes? (A valaszt mindig indokoljuk meg!)

2~ 2| = 42 4 2 o2 = J2] +2 22] = 22|
w2 > el +2  [5:24.] 2fa] = [2 2{r} = {21}
{32} = 3z — [34] {~ay=—{z}  [528.) [~a]= fa]
{o} +[a] == {—a} = {2} {a}] = {o}

Melyik allitas igaz, melyik hamis, amennyiben minden képlet értelmes? A valaszokat
indokoljuk!

5.32. | sin 3z egyik periddusa 6. sinz = V1 — cos?x

5.34. Sjn2 o # 5.35. C082 = 1+ (3208 2z

5.36. sinx = Sin(—x) 5.37. COSxT = cos(—x)
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1
ctgx

1
5.40. | /5 irracionalis. E irraciondlis.

S38. | 180= 5.39. | tgx =

Melyik allitas igaz, melyik hamis, amennyiben minden képlet értelmes? A valaszokat
indokoljuk! A hamis allitasoknak irjuk le a tagadasat!

Haab € Q, akkora € Qés b € Q. Ha ab ¢ Q, akkor a ¢ Q vagy b ¢ Q.
Ha ab ¢ Q, akkora ¢ Qésb ¢ Q. 270 = =2

. 1 T
5.46. | —log,x = log,(—x) Hasmx<§,akk0rx<g.

5.48. | Ha2® = 23, akkor z = 3. 549. | H — cos =, akkor = ~.,
- a , akkor z = 3 acosz = cos -, akkorz = &
E logs 2 + logs (sin g) + log; (cos g) + log; (sin g) =0

Melyik allitas igaz? A valaszokat indokoljuk! A hamis allitasoknak irjuk le a tagadasat!

Ha az f : R — R fiiggvény pdros, akkor nem lehet az egész szamegyenesen szigorian
monoton.

I :
tn th
2 .

S Haaz f : R — R fiiggvény az egész szdmegyenesen szigordan monoton novd, akkor f nem

lehet péros.

5.53. | Haaz f : R — R fiiggvény pdratlan, akkor nem lehet az egész szdmegyenesen szigortian
monoton.

S5.54. | Haaz f : R — R fiiggvény az egész szdmegyenesen szigordan monoton névs, akkor f nem
lehet pératlan.

S.55. | Haaz f : R — R fiiggvény paratlan, akkor az egész szimegyenesen szigorian monoton.

5.56. | Haaz f : R — R fiiggvény periodikus, akkor végtelen sok periédusa van.

S.57. | A konstans fiiggvénynek nincs legkisebb pozitiv periédusa.
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5.58.

5.59

5.60.

il
o

6

5.62.

sin 2x + cos 3x legkisebb pozitiv periddusa 6.

Ha f(x) = sinx és g(x) = log, , akkor f (g(x)) legbGvebb lehetséges értelmezési tartoma-

Ha f(z) = sinx és g(x) = log, x, akkor g (f(z)) legbGvebb lehetséges értelmezési tartoma-
nya R.

Ha egy fiiggvénygrafikonnak van szimmetriatengelye, akkor a fiiggvény péros.

Ha egy fiiggvénygrafikonnak van szimmetria-k6zéppontja, akkor a fiiggvény pdratlan.

Melyik allitas igaz, amikor a feladatban szereplo osszes képlet értelmes? A valaszokat
indokoljuk! A hamis allitasoknak irjuk le a tagadasat!

5.63

wn

N

6

5.65.

I

66

5.67.

5.68.

5.69

5.70.

7

9]
R

S A
e =

5.73.

Ha 22 > 25, akkor z > 5.

Ha x > 5, akkor 22 > 25.

a+b

> v/ab minden olyan val6s a, b valds szamokra, amelyekre az egyenlStlenség mindkét

oldala értelmes.

Van olyan fiiggvény, amelyik egyszerre monoton né és monoton csokken a (0, 1) intervallu-
mon.

Ha az f fiiggvény nem monoton névé (0, 1)-en, akkor monoton csokkend (0, 1)-en.
Minden fiiggvénynek van inverze.

Minden paéros fiiggvénynek van inverze.

Minden pératlan fiiggvénynek van inverze.

Haaz f : R — R fiiggvény paros, akkor nincs inverze.

Ha az f fiiggvény pératlan, akkor van inverze.

Haaz f : R — R fiiggvénynek van inverze, akkor a fiiggvény nem paros.
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E Ha az f fiiggvénynek van inverze, akkor a fiiggvény paratlan.

Melyik allitas igaz? A valaszokat indokoljuk! A feladatokban A, B és C' a valés szamok
részhalmazai, P, Q és R pedig allitasok.

o
e

7 Ha AC Bés B C C,akkor A C C.

5.76. | Haa € Aés A C B, akkora € B.

l

5.7 Ha AUB = C, akkor C'\ B = A.
5.78. | Ha A\ B = (), akkor A = B.

5.79. | Ha AN B = C, akkor A C C.

!

5.8 HaP — QéQ — R, akkorP = R.

wn
(=]
—_

Ha P igaz, és Q hamis, akkor a P 4llitasbol nem kovetkezik a Q allitas.

%
l

5 Ha minden olyan esetben, amikor P igaz, Q is igaz, akkor a P 4llitdsbol kovetkezik a Q

allitas.
5.83. | HaP — Q,ésP — R, akkor a Q és R 4llitdsok ekvivalensek.
Melyik allitas igaz, melyik hamis, ha a feladatokban szereplo képletek értelmesek? (A

valaszt mindig indokoljuk meg!)

S.84. | sin 3z egyik periédusa 67 5.85. | tg g egyik peri6dusa %

5.86. | Van olyan fiiggvény, amelyik pédros és szigordan monoton név3.
5.87. | Van olyan fiiggvény, amelyik pdratlan vagy szigortian monoton nova.
5.88. | Van olyan fiiggvény, amelyiknek a grafikonja kor.

5.89. | Haegy fiiggvény grafikonja nem metszi az = tengelyt, akkor a fiiggvény minden helyettesitési
értéke egyforma elgjeld.
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5.90.

5.91

5.92.

S0k

Minden sorozat szamtani vagy mértani sorozat.

Van olyan sorozat, amelyik nem szdmtani sorozat.

Van olyan sorozat, amelynek végtelen sok 100-nél nagyobb, és végtelen sok 10-nél kisebb
tagja van.

Ha egy sorozat monoton nd, akkor a sorozatnak van 100-ndl nagyobb tagja.
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5.3. Szovegértés, szovegalkotas

Ugyanazt jelentik-e a kovetkez6 mondatok? Ha van eltérés a jelentések kozott, adjunk olyan

5.96.

példakat, amelyek jol mutatjak az eltérs jelentéseket! A feladatban f mindeniitt értelmezett
valos fliggvényt jelol.
(a) f értékkészlete a [—2, 2] intervallum.

(b) f mindenhol —2-nél nagyobb vagy egyenl6 és 2-nél kisebb vagy egyenld értékeket vesz
fel.

(c) f sehol nem vesz fel —2-nél kisebb értéket, és sehol nem vesz fel 2-nél nagyobb értéket.

Ugyanazt jelentik-e a kovetkezd mondatok? Ha van eltérés a jelentések kozott, adjunk olyan
példdkat, amelyek jol mutatjdk az eltérs jelentéseket! A feladatban f mindeniitt értelmezett
valés fliggvényt jelol.
(a) f monoton csokken a (—oo, 0] intervallumon, és monoton nd a [0, co) intervallumon.
(b) f monoton csokken és monoton nd a (—oo, co) intervallumon.

(¢) f monoton a (—oo, 0o) intervallumon.

Fogalmazzunk meg igaz allitdsokat a
(a) sinx (b) 23 (¢) [] d) z*
fliggvények monotonitdsi szakaszairdl, és a fiiggvény értékkészletérol!

Ugyanazt jelentik-e a kovetkezd kérdések? Valaszoljunk a kérdésekre!

(a) Melyik korbe irhaté maximalis teriiletii téglalap?
(b) Melyik a korbe irhaté maximalis teriilet(i téglalap?

(¢) Melyik korbe irhaté a maximalis teriilet(i téglalap?

Ugyanazt jelentik-e a kovetkezd kérdések? Vdlaszoljunk a kérdésekre! (Az is lehet vélasz,
hogy a kérdés nem értelmes.)

(a) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyik kétszer vesz fel minden pozitiv
értéket?

(b) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fliggvény, amelyik minden pozitiv értéket felvesz
kétszer?

(c) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyik minden pozitiv értéket felvesz
legaldbb kétszer?
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(d) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fliggvény, amelyik minden pozitiv értéket felvesz
legfeljebb kétszer?

(e) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyik minden pozitiv értéket felvesz
pontosan kétszer?

(f) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fliggvény, amelynek az értékkészletében minden po-
zitiv szam kétszer szerepel?

Ugyanazt jelentik-e a kovetkez6 kérdések? Vilaszoljunk a kérdésekre! (Az is lehet valasz,
hogy a kérdés nem értelmes.)
(a) Az oldalvonal melyik pontjabdl l4tjuk a legnagyobb szogben a futballpalya kapujat?
(b) Melyik oldalvonal pontjaibdl 14tjuk a legnagyobb szdgben a futballpdlya kapujat?
(c) Az oldalvonal pontjabol melyik kaput latjuk a legnagyobb szogben?
(d) A kapubdl melyik oldalvonalon levé pontot latjuk a legnagyobb szdgben?

5.100. | Ugyanazt jelentik-e a kovetkezd kérdések? Vilaszoljunk a kérdésekre!

(a) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fliggvény, amelyik minden értéket felvesz kétszer?

(b) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyik minden értéket felvesz legalabb
kétszer?

(¢) Van-e olyan mindeniitt értelmezett fiiggvény, amelyik minden értéket felvesz pontosan
kétszer?

Melyik mondat helyes a matematikiaban, melyik nem? A helyes mondatok koziil melyik
igaz allitas?

5.101. | x + y tényezdi z és y. 5.102. | x + y tagjai x és y.
5.103. | zy tényezsi x és y. S5.104. | 1y tagjai x és .

5.105. | Pozitiv tagok esetén szabad tagonként gyokot vonni.
5.106. | Pozitiv tényezOk esetén szabad tényezdnként gyokot vonni.
5.107.| Az5elemea {k:k e NT,5 |k} halmaznak.

S.108. | Az5tagjaa {k:k € N 5|k} halmaznak.

5.109. | Az5eleme az a;, = 5k, k € NT sorozatnak.
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5.110. | Az 5 tagjaaz a, = 5k, Kk € NT sorozatnak.

5.111. | Fogalmazzunk meg olyan értelmes szoveges szélséérték-feladatokat, amelyeket a tanult méd-
szerekkel meg tudunk oldani! A feladatok szovege legyen egyértelmd, a kérdés legyen értel-
mes! Adjuk meg a feladatok megoldasét is!



Vegyes feladatok 100

5.4. Szamitégépes feladatok

Abrazoljuk szamitégépen kozos koordinaterendszerben az egy részfeladatban szerepld
fiiggvényeket a megadott intervallumokban! Vizsgaljuk meg, hogy melyik intervallum-
ban melyik fiiggvény a nagyobb!

2?23 2t [-0.2,1.2] J13. | 22 23 2%, [0.8,2.2]

22 2%, 2t [-0.2,2.2]

0 n n
[ e Ju—
- [ -
a = 14

22z, [0,1.2]
\/_

2,z [0.8,2] 5117. | /z, [0,1.2]
5.118. | /7, ¥z, [0.8,5] a.| L iz [0.1,2]
r T

Oldjuk meg grafikusan a kovetkezo egyenlotlenségeket tigy, hogy az egyenlotlenség jobb
és bal oldalan all¢ fiiggvényeket kozos koordinatarendszerben abrazoljuk szamitogép-
pel!

5.120. | 22 > 2* x2<$3 \/§>\3/5

Hatarozzuk meg a kivetkezd feladatokban a fiiggvények értelmezési tartomanyat! Ab-
razoljuk szamitogépen kozos koordinaterendszerben az egy részfeladatban szereplo
fiiggvényeket! Az abrazolashoz olyan intervallumokat valasszunk, amelyben jol latsza-
nak a fiiggvények, illetve a kiilonbségek a fiiggvények kozott!

5123 [z], a2 5.124.| . \/75

S v o 5 i
(2}, 2{z}, {20} (z} 12, {c+2)

Hatirozzuk meg a kivetkezd feladatokban a fiiggvények értelmezési tartomanyat! Ab-
razoljuk szamitégépen kozos koordinaterendszerben az egy részfeladatban szereplo
fiiggvények koziil az elsot, majd vazoljuk kézzel a fiizetben a masodik fiiggvényt! Ma-
gyarazzuk el, hogy miért az a masodik fiiggvény grafikonja, amit lerajzoltunk! Ellenor-
zésképpen rajzoljuk ki a masodik fiiggvény grafikonjat a géppel is!
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5.129. | sinz?, 3 +sina? 5.130. | sinz + 2% sin(z +2) + (z + 2)?

SA31.| cosz, cosmw SA32.) a—1, V1i-x

5A33.| V-1, —Va-1 5134. | zsinz, 3+ (z—2)sin(z —2)

vlgr, —3+ (2r)1g(20) 5.136.| o (gz)*,  (~2) (lg(-2))’

Oldjuk meg grafikusan a kovetkezo egyenlotlenségeket tigy, hogy az egyenlotlenség jobb
és bal oldalan allé fiiggvényeket kozos koordinatarendszerben abrazoljuk szamitogép-

pel!

5.137. | 22 < || (2} < % N

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények értelmezési tartomanyat, és abrazoljuk oket!

Vannak-e a fiiggvények kozt egyenlok?

[sin 7| sirllx
)
[sin z] 5.147. | sin’«x

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket és egyenlotlenségeket grafikusan!

5.148. | log, = 1024 5.149. | log, v < log 5=
5.150. | sinx = cosx 5.151. | sinx < coszx
5.152. | log, j, x > 64 3.153. | cosz < %

N | —

5.154. | sinx > SAS55. | tgo >1

Abrazoljuk a kivetkezs, szakaszonként megadott fiiggvényeket!
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22— 1, haz <0 logy(—z), hax < 0
’ 5.157. 2 ’

log, x, haz >0
(r+1)% hal <ux

Hatarozzuk meg a kovetkezo osszetett fiiggvények értelmezési tartomanyat és értékkész-
letét, és ennek megfeleloen készitsiik el a megfelel6 grafikonokat! Sejtsiik meg a grafiko-
nok alapjan, hogy melyik fiiggvény paros, melyik paratlan, és melyik periodikus, majd
bizonyitsuk is be a sejtést!

A38. | log, (si A39. | si 9 160. | si 2 Jde6l. | cos(cosx
g, (sinx) sin (log, ) sin (cos %) ( %)

Szamitsuk ki a kovetkezo sorozatok 10-edik, 25-0dik és 50-edik tagjat! Hova kozeled-
nek az értékek? A tapasztalat szerint hanyadik tagtol kezdve nem valtozik az eredmény
5-0dik tizedesjegye az egyes sorozatoknal?

a, +

5)
o 2 . Ap+1
5.165. | a, = 0, as=1,8sa,.2= %

Végezziink szamitogépes Kisérleteket! A tapasztalat alapjan sejtsiikk meg, hogy van-e a
sorozatoknak 100-nal nagyobb tagja! Bizonyitsuk a sejtést!

an:2(ﬁ+\/§+5_§+...+\/ﬁ)

5.167. an:ﬁ+\/§+\/§+...+\/ﬁ
n++/n

Irjunk olyan programot, amelyik bekéri az a, b, c valés szamokat, és kirajzolja az
f(x) = ax?® + bz + c fiiggvény grafikonjanak azt a szakaszat, ha van ilyen, amelyikre
igaz, hogy ott minden f(x) fiiggvényértékre teljesiil, hogy

2 < f(z)és flz) <2 —2 < f(x) vagy f(x) <2
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Hogyan tanuljunk?

6.1. A feladatok megértése, és a megoldasok megfogalmazasa

Az élet minden teriiletén fontos a j6 kommunikdcié. A hallott és olvasott szovegek megértését, a
helyes fogalmazast nagymértékben segiti a sok szépirodalom olvasasa.

A matematikai szovegek megértését, €s a megolddsok helyes és értheté megfogalmazdsat a mate-
matika konyvek olvasdsa segiti. Kozépiskoldban ezt nem igazédn véarjdk el a tanuldktol, az egye-
temen viszont nagy szerepet kap az eléaddsokon, gyakorlatokon vald jegyzetelés, a konyvekbdl,
jegyzetekbdl valo 6ndllo tanulds.

Néhany tandcs:

— Az el6adasokon, gyakorlatokon val6 jegyzeteléskor ne csak a képletekre koncentraljunk
(mert azok valdszintileg benne vannak minden konyvben), hanem a magyarazatokra is. A
hangsilyozottan elmondott magyardzatokat mindenképpen érdemes leirni, akkor is, ha nem
keriilnek fel a tdblara. Ugy kell jegyzetelni, hogy a jegyzetbdl 2 hénappal késGbb is meg
lehessen érteni az anyagot. Ehhez sziikséges a magyardzatok leirdsa.

— Az 6rékon, amikor valaki figyel, hajlamos belefeledkezni a magyarazatokba, gondolkodédsba,
de ilyenkor is fontos a jegyzetelés. Konnyebb megosztani a figyelmet, ha értjiik a tananyagot.
Erdemes felkésziilten érkezni az Grakra, dtnézni az el6z6 6rdk anyagit. A befektetett munka
mindig megtériil.

— Trott szovegek (jegyzetek, konyvek) olvasdsakor érdemes kiilon papiron végigszamolni a lefrt
levezetéseket, foleg akkor, ha azok tomorek, nem irnak le minden 1épést.

— Olvasas kozben, ha valami nem érthetd, érdemes felirni minden kérdést, aztan elolvasva
Ujra, meg kell probdlni valaszolni a kérdésekre. Ha nem sikeriil, meg kell kérdezni a targy
oktatdjat.

— Az frott anyagbdl vald tanulds sordn is meg kell érteni minden részletet. Tudni kell (defi-
nidlni), hogy melyik matematikai szakkifejezés mit jelent, €s tudni kell, hogy egy allitdsbdl
hogyan és miért kovetkezik egy masik allités.

Egy matematika tandrnak kiilonosen fontos, hogy a matematika tanuldsanak folyamatat is értse,
mert akkor majd jobban tud segiteni a didkjainak.

Itt most két dologra tériink ki részletesebben: a szdveges feladatok megértésére, és a megoldasok
helyes megfogalmazaséra.
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Hogyan oldjunk meg szoveges feladatokat?

A szoveges feladatokat érdemes tobbszor is elolvasni. Még a megoldds kezdete el6tt vildgosan kell
latnunk, hogy mirdl szdl a feladat, mire vonatkozik a kérdés. Olvasas kozben ala is huzhatjuk a fon-
tosabb informécidkat. A feladat szovegét a megoldas alatt is érdemes akar tobbszor Gjra elolvasni,
mert lehet, hogy nem minden informéciot vettiink észre. A megoldas végén pedig azért kell elol-
vasni a szoveget megint, hogy ellendrizziik, hogy a kérdésre valaszoltunk-e, és hogy valaszoltunk-e
minden kérdésre.

A megoldés kezdetekor, ha a feladat lehet6vé teszi, érdemes rajzot késziteni, és a rajzon bejeldlni
a fontosabb adatokat, kiemelve azokat, amelyeket megadott a feladat, illetve, amit kérdez.

Fontos irasban rogziteni, hogy mit mivel jeloliink.

Erdemes Gsszegyiijteni a feladattal kapcsolatos tudasunkat még akkor is, ha nem feltétleniil hasz-
naljuk fel mindet.

Végig kell gondolni, hogy milyen megoldédsi mddszerek johetnek szamitéasba.

A végeredmény kiszamitdsa utdn meg kell gondolni, hogy a végeredmény redlis-e.

Ha barmilyen hibara gyanakszunk a megoldas sordn, nagyon alaposan &t kell nézni az egész meg-
oldast. Sajnos, ha az ember egyszer elkovet egy hibat, akkor elkoveti az utélagos ellendrzéskor is.
Ezért sokszor érdemes a megoldasokat teljesen Ujrakezdeni.

Példa szoveges feladat megoldasara:

Az A és B varosok egymdstél s = 150km tavolsdgra vannak. Egy auté v; sebességgel elmegy
A-bol B-be, majd v, sebességgel azonnal visszamegy A-ba. Az auté a teljes utat 5 dra alatt teszi
meg. Milyen v; és v, mellett a legkisebb a vy €s v, sebességek szamtani kozepe?

Megoldas:

A feladatot el6szor meg kell érteni, ehhez rajzot is készithetiink.

Ossze kell gy(ijteni a feladattal kapcsolatos ismeretanyagot is.
Tudjuk (ha nem tudjuk, utdna kell nézni), hogy egyenes vonali egyenletes mozgés esetén a sebes-

ségv = o ahol s a megtett Gt, ¢ pedig a megtételhez sziikséges id6.

A sebességek atlaga vagy szamtani kdzepe: u —; %2

Ez utdbbi kifejezést nem szabad Gsszekeverni az atlagsebesség fogalmaval: az atlagsebesség ki-
szamolasahoz pedig el kell osztanunk az dsszes utat a megtételhez sziikséges osszes iddvel.

A feladat az atlagsebesség kiszamolasahoz sziikséges adatokat adta meg: az 6sszes utat (2 - 150 =
300km), és az Osszes id6t (5 6ra). EbbSI nem tudjuk a sebességek dtlagat kiszdmolni.

Gondoljuk végig azt, amit ki tudunk szdmolni, vagy ki tudunk fejezni az ismert adatokbdl!

Ha az it A-b6l B-be t; — - ideig, & B-b6l A-ba t, — — ideig tart, akkor t; + 5 = — + — =5
U1 V2 U1 V2
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2-150 2s B 2
T sfui+s/vy v+ 1 v
és vy sebességek harmonikus kdzepe (1d. harmonikus k6z€p.)

Mi pedig a sebességek szdmtani kozepét akarjuk minimalizdlni. Tudjuk, hogy a harmonikus kozép
kisebb vagy egyenld, mint a szamtani kozép, 1d, egyenlStlenségek a nevezetes kozepek kozott.
Tehdt —— =60 < L %2

1 / v + 1 / (%)

auté végig az atlagsebességével, 60km/h-val megy.

ora. Tehat az atlagsebesség , ami nem mas, mint a vy

, s az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha v; = vo, tehat az

Hogyan fogalmazzunk meg matematikai allitasokat helyesen?
Alapvetd, hogy a matematikai szakkifejezéseket pontosan haszndljuk irdsban is, széban is.

— A tizedestorteket helyesen mondjuk ki, példaul: 0,5 — ,,nulla egész o6t tized”, 0,061 — ,,nulla
egész hatvanegy ezred”.

— Az dsszegnek tagjai, a szorzatnak tényezdi vannak, példdul az 522 + 3(a + b) Osszeg mé-
sodik tagja 3(a + b), a 4(a + b)x? szorzat mésodik tényezdje a + b.

— A sorozatnak tagjai, a halmaznak elemei vannak, példaul az a, = n? sorozat harmadik
tagja 32, a H = {n? : n € N7} halmaznak eleme a 3% szam.

— Haszndljuk és irjuk a matematikai jeloléseket precizen, példaul:

3
(—2) # —2°, logy2 # log 32, 15% + % (a +b)c # a + be.
1500

Ezen a ponton a nem preciz irds matematikai hibdkhoz vezethet.

— A pontossignak része a helyesirds is, a helyesen leirt szoveg konnyebben olvashat6, példaul:
periddus, periodikus.

Fogalmazzunk érthetéen és értelmesen! Mindig olvassuk el, amit leirtunk! Ha nem érthetS a
mondat, nem hangzik jél (példaul nem egyezik az alany és az allitmany), javitsuk ki.
Példak helytelen és helyes megfogalmazasokra (hallgatok dolgozatai alapjan):

— Helytelen: Az f fiiggvénynél 5-ben mar nincs értékfelvétel.
Helyesen: Az f fiiggvény nincs értelmezve 5-ben.

— Helytelen: Feliil 2%, alul z + 1 van.
Helyesen: A tort szamldl6ja 2, a nevezdje x + 1.

— Helytelen: Korzdziink.
Helyesen: Adott kozéppontu, adott sugaru kort rajzolunk.
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Fogalmazzunk egyértelmiien! Matematikdban kiilondsen fontos az egyértelmi fogalmazas.

Példak a nem egyértelmt fogalmazasra:

— Hanyféleképpen szinezhetjiik ki egy kocka 6 lapjat 6 szinnel? (Hanyszor hasznélhatunk fel
egy szint? Milyen szinezéseket tekintiink kiilonb6zének?)

— Legyen a test sebessége 5. (Mi a mértékegység?)

— Igaz-e, hogy sin 3z periddusa 67?7 (Egyéltaldn, a 67 periddusa sin 3x-nek? Melyik periddu-
sa? Egyik periddusa? A legkisebb pozitiv periédusa?)

Azt mondjuk, és azt irjuk le, amire gondolunk. A hallgatd, az olvasé nem gondolatolvasé. Ne
cseréljiik fel példdul ,,véletleniil” az ,,értelmezési tartomanyt” az , értékkészlettel.”

Sokszor bizonyos szavak sorrendjének a felcserélésétdl megvéltozik a mondat értelme. Ezt mutat-
jak a kovetkezd példak:

— 1. Minden hallgatéhoz van olyan cukorka, amit szopogatott.
2. Van olyan cukorka, amit minden hallgat6 szopogatott.

— 1. Minden valés szamnél van nagyobb egész szam.
2. Van olyan egész szdm, amelyik minden val6s szdmndl nagyobb.

Sokszor egy sz6 megvaltoztatasitdl teljesen megvéltozik a mondat értelme. Ezt mutatjak a kovet-
kez6 példak:

— 1. Melyik korbe irhaté maximadlis teriiletd téglalap?
2. Melyik a korbe frhaté maximalis teriiletd téglalap?

— 1. Az n egész szdm oszthato 4-gyel €s 5-tel.
2. Az n egész szam oszthat6 4-gyel vagy 5H-tel.
3. Ha az n egész szam oszthat6 4-gyel, akkor oszthat6 5-tel.

Mindig olvassuk el, és gondoljuk at, amit leirtunk!

6.2. A feladatmegoldas lépései

Legegyszeriibb azokat a feladatokat megoldani, amelyeknél el6re latjuk a megoldashoz sziikséges
1épéseket. A feladatok jelentds része nem ilyen.

Néhdany tandcs:
— A feladatok megolddsat akkor is el kell kezdeni, ha nem latjuk el6re a megoldas végét. Az
biztosan nem vezet eredményre, ha vérjuk, hogy esziinkbe jusson a megoldas dsszes 1épése.
Elég nagy optimizmussal bele kell kezdeni a megoldasba.



Hogyan tanuljunk? 107 U

— Bizzunk abban, hogy ha a megoldas sordn nem kovetiink el hibét, akkor a helyes megoldast
irjuk le. Ha bizonytalanok vagyunk, akkor 4t kell gondolni a 1épéseket, €s meg kell indokolni
minden egyes 1épést. Csak azt fogadjuk el helyes 1épésnek, amit meg tudunk indokolni.
Indoklas kozben ne csapjuk be sajat magunkat azzal, hogy bizonyitds helyett bizonygatunk
valamit. Viszont, ha valamit meg tudunk indokolni, bizzunk meg az indoklasban.

— Ha teljesen vildgos, hogy a végeredmény helytelen, példaul negativ eredményt kaptunk egy
tavolsagra, akkor nézziik at a megoldast, lehet, hogy csak egy egyszerli masolési, szdmolasi
vagy atalakitdsi hibat kovettiink el. Ezeket a hibdkat nehéz észrevenni, sokszor az a célra-
vezetO, ha nagyon gondosan Ujra leirjuk a megoldast anélkiil, hogy az elrontott megoldasbol
masolnank.

— Ha egy megolddsban elakadunk, akkor érdemes a megolddst vagy annak egy részét valami-
lyen mas modon megkdozeliteni. Teljesen természetes, hogy egy megoldast akar tobbszor is
elrontunk, és akdr tobbszor is tjrakezdiink. A ,.elrontds — Gjrakezdés” modszer sokkal célra-

vezetdbb, mint a ,,bele sem kezdiink, amig nem vagyunk biztosak az egészben” modszer.

— Egy megoldas akkor van kész, ha le tudjuk irni, és széban is el tudjuk mondani értelmesen
néhany perc alatt.

— Ne felejtsiik el, hogy minden targybdl mindenki olyan feladatokat kap, amelyek tobbségét
kell6 munka, tanulds és gyakorlds utdn meg tudja oldani.

Pélya Gyorgy A gondolkodas iskoldja cimi konyvében igy irja le a megoldas Iépéseit:

Hogyan oldjunk meg feladatokat?
ELOSZOR
Ertsd meg a feladatot.

A FELADAT MEGERTESE

e Mit keresiink? Mi van adva? Mit kotiink ki?

o Kielégithetd-e a kikotés? Elegendd-e a kikotés az ismeretlen meghatarozdsahoz? Vagy nem
elegend6? Vagy kevesebb is elég volna? Vagy ellentmondds van benne?

e Rajzolj dbrét. Vezess be alkalmas jelolést.

e Vilaszd szét a kikotés egyes részeit.
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MASODSZOR

Keress 0sszefliggést a adatok és az ismeretlenek kozott. Ha nem taldlsz kozvetlen Osszefiiggést,
nézz segédfeladatok utan. Végiil készitsd el a megoldas tervét.

TERVKESZITES
e Nem taldlkoztdl mar a feladattal? Esetleg a mostanitdl kissé eltérd formaban?
e Nem ismersz valami rokon feladatot? Vagy olyan tételt, aminek hasznat vehetnéd?

e Nézziik csak az ismeretlent! Probdlj visszaemlékezni valami ismert feladatra, amelyben
ugyanez — vagy ehhez hasonl6 — az ismeretlen.

e [tt van egy mar megoldott rokon feladat. Nem tudndd hasznositani? Nem tudnad felhasz-
nalni az eredményét? Nem tudndd felhaszndlni a médszerét? Nem tudndd esetleg valami
segédelem bevezetésével felhaszndlhatév4 tenni?

e Nem tudndd atfogalmazni a feladatot? Nem tudndd méasképpen is atfogalmazni? Idézd fel a
definiciot!

e Ha nem boldogulsz a kitlizott feladattal, probédlkozzal el6szor egy rokon feladattal. Nem tud-
ndl kigondolni egy konnyebben megkdzelithetd rokon feladatot? Egy altaldnosabb feladatot?
Vagy egy specidlisabbat? Vagy egy analdg feladatot? Nem tudndd megoldani legaldbb a
feladat egy részét? Tartsd meg a kikotés egyik részét, a tobbit ejtsd el. Mennyire van igy
meghatdrozva az ismeretlen, mennyiben véltozhat még? Nem tudndl az adatokbdl valami
hasznosat levezetni? Nem tudndl mondani mds adatokat, amelyek alkalmasak az ismeret-
len meghatdrozasara? Meg tudndd ugy véltoztatni az ismeretlent vagy az adatokat, vagy ha
sziikséges, mind a kett6t, hogy az 4j ismeretlen €s az 1ij adatok kozelebb essenek egymashoz?

e Felhasznaltidl minden adatot? Szdmitdsba vetted az egész kikotést? Szambavetted a feladat-
ban el6fordulé 6sszes 1ényeges fogalmat?
HARMADSZOR
Hajtsd végre a tervedet.
TERVUNK VEGREHAJTASA

e Ellendrizz minden 1épést, amikor végrehajtod a tervedet. Bizonyos vagy benne, hogy a 1épés
helyes? Be is tudnad bizonyitani, hogy helyes?

NEGYEDSZER
Vizsgald meg a megoldast.

A MEGOLDAS VIZSGALATA
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e Nem tudnad ellendrizni az eredményt? Nem tudnad ellendrizni a bizonyitast?

e Nem tudndd masképpen is levezetni az eredményt? Nem tudndd az eredményt egyetlen pil-
lant4sra beldtni?

e Nem tudndd alkalmazni az eredményt vagy a mdodszert valami mas feladat megolddsara?
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Megoldasok

1.30

o
=

3

N
-

3

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

Halmazok, logika, bizonyitasi modszerek

Egyik 4llitasb6l sem kovetkezik a mdsik, mivel z = 2 nem gydke az 2> — 2 — 6 = 0
egyenletnek. Pontosabban:

P =% Q,merthaz = 3,akkor3? —3 — 6 =06s 3 # 2
Q =% P,mert2? —2—6 # 0.

P — Q,azaz V22 —5 < 3 = 2% — 5 < 9, mert ha az egyenl6tlenség mindkét oldala
nem negativ, akkor négyzetre lehet emelni az egyenl6tlenséget.

Q == P, mertaz x = 0 egy ellenpélda.

P — Q,azazz > 5 = 2% > 25, mert mindkét oldal pozitiv.

Q =~ P, mert az x = —6 egy ellenpélda.

P =4 Q,azaz1? — 12— 6> 0 =~ x > 2, mert x = —3 esetén
(32— (=3)—6=12—6=06>0,de —3 < 2.

Q =~ P,mertx = 3esetén3 >2,de3? -3 —-6=0« 0.
Flora dllitdsa hamis, err6l meggydzhetjiik a birdt, ha mutatunk egy olyan f : (0,00) — R

fliggvényt, amelynek van minimuma, de a minimumhely 1-nél kisebb és a minimumérték
kisebb vagy egyenld, mint nulla. Legyen péld4ul

Hamis Gerzson éllitdsa. Ennek bizonyitdsahoz kell keresniink egy olyan sorozatot, amelynek
6-t6] kezdve minden tagja nagyobb, mint 10, de van az els6 6t tag kozott is olyan, amelyik
egyenld 200-zal. Legyen példdul minden n € N* esetén a,, = 200.

Gerzson dllitdsa: Van olyan x, hogy sinx > 0,5 és x < 7/6.
Ez igaz, tehat Gerzsonnak van igaza.

Indoklés: legyen példaul x = —m /2.
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Nem igaz Gerzson 4llitdsa, az 2 nem monoton az egész szimegyenesen.

1.38.

A tagadds: Van olyan a < b, amelyre a? > b2 és van olyan ¢ < d is, amelyre c? > d?.

Itt a és b tanusitja, hogy az 22 nem monoton csdkkend, ¢ és d pedig azt, hogy 22 nem monoton
novo.

Megjegyzés: egy konjunkcio tagaddsdhoz elég megmutatni, hogy az allitas egyik ,,fele” nem
igaz.

Flora igazat mond, mivel a log, = fliggvény szigortian monoton nd.

Megjegyzés: egy diszjunkcio bizonyitasdhoz elég megmutatnunk, hogy az allitas egyik ,,fe-
le” igaz.
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Valos szamok

Indirekt médon tegyiik fel, hogy v/3 racionalis. Ekkor megadhat6 két egész szam, p és ¢ vgy,
hogy

N

[\

v3="2 3=
q q

Feltehetjiik, hogy mindkét egész szam pozitiv és a hdnyadosuk mar nem egyszertsithetd,
azaz p és g relativ prim szdmok. Az egyenl8séget ¢>-tel beszorozva

3¢* = p°.

Eszerint p? oszthat6 3-mal. Mivel 3 primszdm ezért p is oszthaté 3-mal, p = 3r, ahol r egy
pozitiv egész szam.
3¢* = 9r?, ¢ = 3%

Az el6z6 gondolatmenethez hasonl6an azt kapjuk, hogy ¢ is oszthaté 3-mal. Ez ellentmond
annak, hogy p és q relativ prim.

Megjegyzés: Ugyanez a bizonyitds 3 helyett tetsz6leges n > 0 primszdmra is elmondhaté:
han > 0 primszdm, akkor /7 irraciondlis. Val6jdban n-r6l csak azt hasznaltuk ki, hogy nem
oszthat6 1-nél nagyobb négyzetszdmmal, azaz n el64all kiillonboz6 primszamok szorzataként.
A bizonyitast tovabb gondolva megkaphatjuk azt a tételt, hogy pozitiv egész n esetén n
négyzetszam vagy +/n irracionalis.

1
Indirekt médon tegyiik fel, hogy i — 7 raciondlis szdm. De akkor 1 + /3 = 2 -1 és

V3 = 2.3 — 1is raciondlis szdm. Ez ellentmond az el6z6 ( 2.4. ) feladat allitasénak!
Indirekt médon tegyiik fel, hogy
V2-V3=+v2-3=2 pr=2.3.4,
q

ahol p és ¢ két relativ prim pozitiv egész szam. Mivel 2 és 3 két kiillonb6z0 primszam, ezért
p oszthat6 6-tal, p = 2 - 3 - r. Innen

22.32.92=2.3.¢% *=2-3-r

és igy q 1s oszthat6 6-tal, ami ellentmondas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy
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2.10

2.11.

2.12

2.13.

2.15.

ahol p és g két relativ prim pozitiv egész szadm. Innen azt kapjuk, hogy p oszthat6é 2-vel, ¢
pedig oszthat6 3-mal, azaz

ahol r és s két pozitiv egész szam.

2.32.52=3-22.72% 352 = 212,

Innen kapjuk, hogy 7, és ezért p is oszthaté 3-mal, ami ellentmondaés.

Igen lehet, példaul a = 2\/§, b = /3 esetén a /b =2. A2.4. feladat szerint /3 irraciondlis,
de akkor a kétszerese is az. Ez utébbindl felhasznéltuk, hogy ha egy irraciondlis szamot

megszorzunk egy nem nulla raciondlis szdammal, akkor irraciondlis szdmot kapunk (2.11.
feladat).

Altalaban nem igaz, példaul 0 - v/3 esetén. Viszont ha r # 0 raciondlis, = irracionalis, akkor
r - x irraciondlis! Ezt indirekt médon konnyen belathatjuk. Tegyiik fel, hogy r - z = s
raciondlis. De akkor = = s/r is raciondlis, mert két raciondlis szdm hdnyadosa, ha értelmes,
racionalis szam.

Igaz, bizonyitsuk be indirekt médon: tegyiik fel, hogy a + b € Q. Mivel két raciondlis szdm
kiilonbsége raciondlis, ezért a = (a + b) — b € Q, ami ellentmondas.

Nem igaz. Ellenpélda: a = 2\/3, b= —3.

>1 <= 4+2>0652>2+2, 1
T+ 2 } Y X+ 2
azaz |
x> —2ésx<0. | y-!
L
2 M L
Tehat a 2 > 1 egyenlGtlenség megoldasai a (—2, 0] i
T L
intervallum pontjai. }
|
.
|
2
>1
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2.16.
Ve+3—-1>1 << vVe+3>2 << z> 1. 2 4
y=1 v=Jx+3 -1
Tehdat a o +3 — 1 > 1 egyenl6tlenség megolddsai az /
(1, 00) félegyenes pontjai. /Z —
ve+3—-1>1

2.17. | Vilasszuk szét az eseteket aszerint, hogy (1) eset:

6
3—— <0 <= 0<zx<L2
X

illetve (2) eset:

6
3——=>0 < z<0vagyz > 2.
x

Az (1) esetben

3— - :§—3<7 <— §<;1:§2.
€T 5

X

‘ 6

A (2) esetben

6 6 3
‘3—— =3——<7 <<= x< —-vagyzx > 2.
x x 2
. 6 g o 6
Tehat az |3 — —| < 7 egyenl6tlenség megoldésai a '3 — <7
r x

(—o0, —3/2) ésa (3/5,00)

félegyenesek pontjai.
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2.22.

2.23

2.25.

2.26.

2.31.

Mivel a —22 — x + 6 mdsodfoku polinom f8egyiitthatéja
negativ, ezért a fliggvényértékek a két gyokon kiviil nega-
tivok, a parabola , lefelé all”. A két gyok:

T = —3, T = 2. R
y=-X —x+6

Tehdt a —2% — 2 + 6 < 0 egyenlStlenség megoldésai a
(—o0, —3) és a (2, 00) félegyenesek pontjai. 5 /5 o \ :

—x2—x4+6<0

Mivel x > 0, ezért [x] > 0. Azért, hogy a nevezGben ne 0 legyen, feltessziik, hogy = > 1.

Ezért ] {
e = >1000 <= x> 1001.
] = 1000 2 v

Tehét barmely z( > 1001 szdm megfelel.
Nincs ilyen zq. Ugyanis tetsz6leges x¢ € R esetén ha x = [xy] + 1.5, akkor x > 1z és

1
=0,0>—.
{e} =05> 3550
Legyen z pozitiv.
1 - 1
Ve 1000

Tehat minden K > 10° megfelel.

<« 1000 < vz <= 10° < z.

Legyen z > 0.
25 4423 4+ 222 +1 > 42% > 23 > 1000, ha z > 10,

tehat minden K > 10 megfelel, egy félegyenes minden pontja ,,j6” K.

Megjegyzés: Ha csak az 6todfoku tagot hagyjuk meg a polinombdl, akkor valaszthattunk
volna 10-nél kisebb ,,j6” (de bonyolult) K-t: K = v/1000, de igy sem kapjuk meg a lehets
legjobb K-t. Ehhez ugyanis a 2° + 423 + 222 — 999 = 0 6tédfoku egyenlet (legnagyobb)
gyokét kellene kiszamolni, amihez nincs gyokmegoldé képlet.

Feltehetd, hogy x pozitiv, és ezért
1 - 1
x® +4x3+222+1 1000
Az utébbi egyenldtlenség vizsgélatat 1asd a 2.26. feladatban.

— 2 +42% 4+ 222 + 1 > 1000.
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2.32.

2.33.

1

2 Ty
TY 2/ = > =

l—i-l 2 VZY Ty

r Yy

SR

1 11

<

Haszndljuk a kéttagi szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget az 1/x, 1/y
szamokra! Egyenl6ség akkor van, ha x = y.

Megjegyzés: Az eredeti egyenlStlenség jobb oldalat a két pozitiv szam harmonikus koze-
pének nevezziik. Eszerint tehat két pozitiv szam harmonikus kézepe kisebb vagy egyenld a
mértani kozepiiknél. Egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha a két szdm megegyezik.

7 2z

Az el6z0 feladatban belattuk, hogy

Masrészt

Mindkét egyenl6tlenségben akkor és csak akkor van egyenldség, ha = = .

Mivel z és 1 — x nem negativ, ha 0 < x < 1, ezért alkalmazhat6 az x és 1 — x szdmokra a
kéttagi szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlStlenség.

1-2)\* 1
fo) = 201 —2) <2 (EEUZD) L
2 2
EgyenlGség pontosan akkor van, ha x = 1 — z, azaz © = 1/2. Tehat a fiiggvény maximuma
1/2, és ezt az x = 1/2 pontban (maximumhely) veszi fel.

1
:a—i——,

2
= 1
flz) =2+ +x2+1 ;

ahol a = z? + 1. Alkalmazzuk a-ra és reciprokara a kéttagd szdmtani és mértani kdzepek
kozotti egyenlStlenséget:

a—+ — 1 1
a
>1/a-—=1, a+—>2,
2 a a
azaz
flz) =24+ 1+ 2.
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2.43.

Egyenl6ség akkor van, ha
1

2+ 1
Tehét az f(x) figgvény minimuma 2, minimumhelye 0.

2 +1= x = 0.

Ha a téglalap két oldala a és b, akkor T = ab, K = 2(a + b). Hasznéljuk a kéttagd szamtani
és mértani kozepek kozotti egyenlStlenséget:

K:Q(a—i—b):éla;bzél\/a_zél\/f

A keriilet akkor minimalis, ha a fenti egyenl6tlenségben egyenl6ség teljesiil, azaz a = b.
Tehat az adott 7 teriileti téglalapok koziil a négyzet keriilete minimalis.

Hasznéljuk az 4bra jeloléseit!
A telek teriilete €s a kerités hossza:

T=ab, K=a-+2b.

Hasznéljuk a kéttagi szamtani és mértani kozepek kozotti b
egyenl6tlenséget, de nem a-ra és b-re, hanem a-ra és 2b-re!

2 2 2
9T — 2ab—a - 2 — (\/a-2b> < <“+226) _KT'

Egyenl6ség akkor €s csak akkor van, ha a = 2b. Ebben az esetben

K K K2
a=—, b= —, T=—.
2 4 8
Megjegyzés: Ha a K = a + 2b képletbdl kifejezziik b-t, €s behelyettesitjiik a teriilet képle-
tébe, egy masodfoku fiiggvényt kapunk az a véltozora. Ennek a paraboldnak kerestiik meg a
maximumat!

Hasznéljuk az 4bra jeloléseit!
A doboz térfogata V' = x(a— 2z)?. Hasznéljuk a hdromta- N
gl szamtani és mértani kdzepek kozotti egyenlStlenséget a "
dr, a — 2z, a — 2x szdmokra:

_ 3 3 e
AV = da(a — 22)? < (4x+2(3a 2x)> :82%’

2a3
V<—.
27
Egyenl6ség akkor (és csak akkor) van, ha 4z = a — 2z,
a

azaz r — —.

6
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2.54.

l

25

2.56.

l

2.5

2.58.

Nem igaz, példdul x = 1/2 esetén x € H, de mindeny € K-ray > 1/2.
Igaz, minden y € K esetén az x = 2,,j6”, azazy < 2 = x.

Igaz, (Id. a 2.54. feladatot), legyen példdul x = 1/2.

Nem igaz, minden y,-hez valaszthatjuk az y, = y-et.

2.54. éllitas tagaddsa: van olyan x € H, amelyre minden y € K esetén z < y. Ez igaz.
2.55. éllitas tagaddsa: van olyan y € K, amelyre minden z € H esetén x < y. Nem igaz.
2.56. éllitas tagaddsa: minden x € H esetén van olyan y € K, amelyre x > y. Nem igaz.

2.57. éllitas tagaddsa: minden y; € K esetén van olyan y, € K, amelyre y; < 1». Ez igaz.
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)
A

o)
o

3.10.

I
[y
=

3.43.

3.44.

Fiiggvények

Az f(z) fuggvény monoton csokken a (—1,3) intervallumban, ha értelmezve van ezen az
intervallumon, és minden a,b € (—1,3), a < besetén f(a) < f(b).

A g(z) fiiggvénynek abszolit minimuma van az x = 4 pontban, ha értelmezve van 4-ben, és
minden x € D, esetén g(z) > g(4).

Példaul legyen f(z) = z, g(z) = =.

Megjegyzés: Barmely szigordan monoton novS f és g megfelel, ugyanis: Ha f és g szigo-
rdan monoton ndvd, akkor minden z; < o esetén f(x1) < f(x2) és g(x1) < g(wa). A két
egyenlGtlenséget Osszeadva f(x1) 4+ g(z1) < f(z2) +g(xe), tehdt (f+g)(x1) < (f +g)(x2).

Az el6z6 feladat megjegyzése szerint h = f + g szigordan monoton nov6. Mivel egy fiigg-

vény nem lehet egyszerre szigorian monoton novo és csokkend (MIERT?), ezért ilyen f és
g nincs!

Példaul f(z) = g(x) = 2°.
Példaul f(z) = g(z) = —27°.

Az f(z) = {x} fiiggvénynek nincs maximuma. Legyen a egy tetszGleges szdm. Van olyan n
a+ (n+1)

egész szam, amelyikre teljesiil, hogy n < a <n + 1. A fliggvény a b = 5

helyen

nagyobb értéket vesz fel, mint a-ban, tehat a nem lehet maximumbhely.
Ennek a b-nek ugyanaz az egész része, tudniillik n, mint a-nak, de kozelebb van n + 1-hez
mint a.

A ¢ paramétert igy kell megvélasztani, hogy az f(x) = 2%+ 2z + ¢ paraboldnak a minimuma
3 legyen. Mivel f(x)-et felirhatjuk

fl@)=(z—1)"+(c—1)
alakban is, a fiiggvény minimuma mindig az z = 1 pontban van. Tehat az
fl)=c—1=3
egyenletnek kell teljesiilnie. Ez a ¢ = 4 vdlasztéssal teljesiil, ekkor
f(z) = 2% + 22 + 4.

Mivel tetszSleges c esetén az f(x) = x? + 2x + c parabola f8egyiitthatéja pozitiv, ezért nincs
maximuma.
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3.45.

3.46.

3.47.

I

48

I

49

3.71.

3.73.

Az f(z) = 224+ 2x +c = (z —1)? + (¢ — 1) fiiggvény minimuma tetszSleges c esetén 1-ben
van, ezért f(z) akkor vesz fel csak pozitiv értékeket, ha

f(l)=c—1>0, c>1.

Mivel a masodfoku polinom féegyiitthatéja pozitiv, a fliggvénynek van minimuma és nincs
minimuma. Teljes négyzetté kiegészités utan

f(z) =222 +8v — 4 =2(z +2)* — 12.

Az f(x) fiiggvény értéke akkor minimalis, ha (z + 2)? = 0, azaz x = —2.

A sz8ls6értékhely —2, a fiiggvény minimuma f(—2) = —12.

Az f(z) = —2? + 8x + 4 parabola , lefelé 411”, van maximuma, de nincs minimuma.
flz)=—2* +8x +4=—(v—4)* +20.

A fiiggvény maximuma 4-ben van, értéke f(4) = 20.
Van minimum, de nincs maximum.

fl) =22 +4r +16 =2(x + 1)* + 14,  f(-1) = 14.

Van maximum, de nincs minimum.

flz) = -2 — 4o — 16 = —(z +2)* — 12, f(=2)=—12.

Az f(z) = /x pératlan, de nem péros:
f(=z) = V/=x ==z, de 1 = f(1) # f(~1) = —1.

Megjegyzés: Csak egyetlen olyan fiiggvény van, amelyik egyszerre paros is és paratlan is,
az azonosan 0 fiiggvény!

Az f(z) = sin x pératlan, de nem péros:

sin(—x) = —sinz, de 1 = sing # sin(—g) =—1.

Az f(x) = cosx péaros, de nem paratlan:

cos(—z) = cosz, de f(0) = cos0=1#0.
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|

3.75.

3.76.

3.77.

3.78

3.79.

3.80.

3.81.

3.82

3.83.

3.116.

Mivel az |z| fiiggvény paros, ezért az f(x) = log, |x| is pdros. Mivel 1 = f(2) # —f(—2),
ezért a fiiggvény nem paratlan.

Az f(x) = |log, x| fiiggvény se nem pdros, se nem pdratlan, mivel az értelmezési tartomanya
nem szimmetrikus az origéra.

Az f(x) = 3 konstans fiiggvény pdros, de nem pdratlan.
A tg x paratlan, de nem péros.

A {x} se nem pdros, se nem pdratlan:

0,1={01}#{-01} =09,  09={-01}#—{0,1} = —0,1.

flz) =2? g(z) =0
Megjegyzés: Egy paros f(x) és egy paratlan g(z) fiiggvény 6sszege pontosan akkor paros,
ha g(x) = 0, mert

W) = f(x) + g(x) = h(=z) = f(=2) + g(—2) = f(z) —g(z),  g(z) = —g(x).

Hasonldan kapjuk, hogy az dsszeg pontosan akkor pératlan, ha f(x) = 0.

Nem kovetkezik, legyen példdul

[ x, hax#0
f<x)—{1, haz =0

Egy mindeniitt értelmezett fiiggvény akkor paratlan, ha minden z valés szdm esetén teljesiil,
hogy f(x) = —f(—xz). A fenti példa esetén ez az egyenlGség x = 0 esetén nem teljesiil.

f(z) lehet péaros, ha f(5) = 0, példdul f(z) = sin7z.

Egy mindeniitt értelmezett fiiggvény akkor paratlan, ha minden z valés szdm esetén teljesiil,
hogy f(z) = —f(—=z). Ha f(5) # —f(—5), akkor f(x) nem paratlan, ezt éppen az x = 5
tanusitja!

h(f(2)) = —

n sin®x + 1
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3.117.

3.156.

3.157.

3.158.

3.159.

3.160.

3.161.

3.163.

3.164.

1
24+ 1

f(h(x)) = sin

—3y + 22 = 5 egy egyenes dltaldnos egyenlete. Mds alakban:

Ezért a meredeksége m = 2/3.

—2y = 8 egy vizszintes egyenes egyenlete, meredeksége m = 0.

3y + bz = 20 egy egyenes altalanos egyenlete. Mdas alakban:

——éx—l—@
y=73v T3

Ezért a meredeksége m = —5/3.

2z = 10 egy fiiggbleges egyenes egyenlete, meredeksége ,,végtelen”, nem fiiggvénygrafikon.
S5r + 3y = 20, lasd az 3.158. feladatot.
y = 0 egy vizszintes egyenes, az x-tengely egyenlete, meredeksége m = 0.

Az egyenes meredeksége m = —2, ezért
y=—2x+b.

Mivel az egyenes dtmegy a P(2; 3) ponton, ezért ha = helyébe 2-t frunk, akkor y = 3:
3=—-4+0.

Innen b = 7, tehdt a keresett egyenlet

y=—2x+7.

Az adott P(2;3) és Q(—5; —7) pontokon dtmend egyenes egyenlete:

3—(=7)

1
:2_—(_5)@—2)—1-3, azazy:70(x—2)+3.

Y

Atalakitds utén
10 1
y=—-r+ 3.

7 7
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3.165. | A P(—2;3) ponton dtmend 5 meredekségli egyenes egyenlete:
y = 5z + 13.

3.166. | A P(2;3) és Q(2; —7) pontokon dtmend egyenes fiiggdleges, mivel a két pont elsG koordi-
natdi megegyeznek. Ezért az egyenes nem fiiggvénygrafikon, egyenlete

r = 2.
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(x) = a3, értelmezési tartomdny: R, értékkészlet: R.

A fliggvény szigorian monoton né az egész szamegyene-
sen, mert ha z; < xo, akkor 23 < z3.

A fiiggvénynek nincs sem maximuma, sem minimuma.
Legyen a egy tetszbleges valds szdm. Ha b > a, akkor
f(b) > f(a), illetve, ha b < a, akkor f(b) < f(a), te-
hat semmilyen a hely nem lehet maximumhely vagy mini-
mumbely.

f(x) = /x, értelmezési tartomdny: R, értékkészlet: R.
A fliggvény szigorian monoton né az egész szamegyene-
sen, ezért semmilyen a helyen nem lehet sem maximuma
sem minimuma, mert ha b > a, akkor f(b) > f(a), illetve,
ha b < a, akkor f(b) < f(a).

1

f(x) = —;, értelmezési tartomdny: R \ {0}, értékkészlet:
x

(0, 00).

A fiiggvény szigordan monoton nd a (—oo, 0) félegyene-

sen, mert ha 21 < xo < 0, akkor |z1| > |zo|, tehét
1

= < =.
(0, 00) félegyenesen. (MIERT?)

A fiiggvénynek nincs sem maximuma sem minimuma. Le-

A fiiggvény szigorian monoton csokken a

gyen a tetszdleges negativ vagy pozitiv szam. Az 2 fligg-

vény a b = g helyen nagyobb, a ¢ = 2a helyen kisebb

értéket vesz fel, mint f(a).

f(@) = 2°

fx) ==

f(x) =1/
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(x) = — [g} , értelmezési tartomany: R, értékkészlet: Z.
A fiiggvény monoton csokken az egész szamegyenesen: a _ )
[2n,2n 4 2) (n € Z) intervallumon az értéke konstans, itt - —ji
f(z) = —n. A fuggvény monoton nd a [2n,2n + 2) (n €
Z) alakd intervallumokon.
Nincs sem maximuma sem minimuma, mert a b = a +
3 helyen f(a)-nél kisebb, a b = a — 3 helyen f(a)-nél
nagyobb értéket vesz fel, tehat semmilyen a hely nem lehet f(x) = — [m]
sem maximumbhely, sem minimumbhely.

1
3091, | f(x) = 5[33], értelmezési tartomény: R, értékkészlet: 7Z.

A fliggvény monoton nd az egész szdmegyenesen. Az q

[n,n 4+ 1) (n € Z) intervallumon az értéke konstans, itt ;

flz) = g A fiiggvény monoton csokken [n,n + 1) (n € —_—

Z) alakd intervallumokon. —_
Nincs sem maximuma sem minimuma, b = a + 2 helyen
f(a)-nél nagyobb, a b = a — 2 helyen f(a)-nél kisebb 1
értéket vesz fel, tehat semmilyen a hely nem lehet sem flz) = 2 (=]
maximumhely, sem minimumbhely.

3.192. | f(x) = {—g}, értelmezési tartomdny: R, értékkészlet:

[0, 1).
A fuggvény minden (2k,2k + 2], k € Z intervallumon a\v\lN\,
szigordan monoton csokken. A (2k, 2k + 2|, k € Z inter- 4 2 “I 2 3

vallumon f(z) = —g +k+1. Azx = 2k, k € Z pon-
tokban minimuma van, mert f(2k) = 0, és minden z € R T
esetén f(z) > 0, tehat a minimumérték 0. A fiuggvénynek f(x) = {_2}

nincs maximuma, mert tetszSleges a € (2k, 2k + 2] esetén
o @ + 2k
a =

1
3.193. | f(x) = §{$}, értelmezési tartomdny: R, értékkészlet:

[0,1/2). A fiiggvény minden [k, k + 1), k € Z intervallu-

1
. 4 PR . -~ 2
mom szigortian monoton nd. Az:z/c = ]‘C, keZ pontokbefm / z/‘[/ _
minimuma van, mert f(k) = 0, és minden = € R esetén K k OI i 2

f(z) > 0, tehdt a minimumérték 0. A fiiggvénynek nincs

maximuma, mert tetsz6leges a € [k, k + 1), k € Z esetén 1
k+1 _

ab= % helyen a fiiggvényérték nagyobb, mint f(x) = i{w}

f(a).

helyen a fiiggvényérték nagyobb, mint f(a).
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(r) = (—x)3, értelmezési tartomdny: R, értékkészlet: R.
A fiiggvény szigordan monoton csokken az egész szdm-
egyenesen, nincs sem maximuma, s€m minimuma.

() = —x?, értelmezési tartomdny: R, értékkészlet:
(=00, 0].
A fiiggvény szigortian monoton nd a (—oo, 0] félegyene-
sen, mert ha 77 < xo < 0, akkor x3 < z2, és szigordan
csokken a [0, o) félegyenesen, mert ha 0 < 7 < o, ak-
kor 2 > 3. Az x = 0 pontban maximuma van, mert
0-ban a fiiggvényérték 0, és a fiiggvény sehol nem vesz
fel pozitiv értéket. A fiiggvénynek minimuma nincs, mert
tetszSleges a € R esetén a b = 2|al + 1 helyen a fiigg-

vényérték kisebb, mint f(a).

flz) = —\/|? , értelmezési tartomany: R, értékkészlet:
(=00, 0].

A fiiggvény szigortian monoton n§ a (—oo, 0] félegyene-
sen és szigordan csokken a [0, o) félegyenesen. Az z = 0
pontban maximuma van, mert f(0) = 0, és minden z € R
esetén f(x) < 0. A fiiggvénynek nincs minimuma, mert
tetszOleges a € R esetén f(2]a| + 1) < f(a).

f(z) = cos(z + ), D; =R, Ry =[-1,1].

A fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv periédusa 2.

o

f(®) = (—=2)?

fl@) = —a?

0.

N

f@) = =/l

SN

f(x) = cos(x + 7)
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3.207. ,
f(z) =2sin <7rx—|—g), Dy =R, R;=[-2,2]. “ /\ /\
A fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv peridédusa 2.

f(z) = cos(2z + 2), Dy =R, Ry =[-1,1].

A fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv periédusa 7.

f(z) = =3 cos(2x — 4), Dy =R, Ry =1[-3,3].

A fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv periédusa 7.

f(z) = cos <§—7T>, Dy =R, Ry =[-1,1]. - il

A fliggvény periodikus, legkisebb pozitiv periédusa 47.
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f(z) = 1sin(—2gc—i—7r)—i—3, D; =R, Ry =[-1/2,1/2].

2 3
A fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv periédusa 7. /\/\T\N

) f(z) =
2 sin(—2x 4+ ) 4+ 3

3.215. | Hasznéljuk az addicids képleteket!

o) = 1+cos2z (sin? x + cos® x) + (cos? z — sin® z) o’z = f(2).
2 2
om V3
14 cos — 1—— .
3216.| cos> 2T — 6 __ 2 _2-V3
12 2 2 4
I V2
l4+cos— 14—
3217, cos? 2T — £__"3 _2+V2
8 2 2 4
3.218.
sin? z 1

1+t2=1+tg%z =1+ = .
cos?xr cos?zx

Innen

2 1 .2 1 t2
cos“r = ——, sin“zx=1-— =
1+¢2 1+ 141t

—3/5 _ (95\"3/5 _ 93 _ 1
32 (2°) 2 5

3.224. | A logaritmus definiciGja szerint

10~* = 0,0001 = 1080001

ezért 1g 0,0001 = —4.
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3.225.
5logas 3 _ (251/2)10%‘253 _ (2510g253)1/2 — 312 _ /3.

3.226.
10%1/33 = 10%1/3(1/3)71 = —10g1/3(1/3) = -1

3.231.

r@=(3) p=r B=00)

A fliggvény szigordan monoton csokken az egész szam-
egyenesen, nincs sem maximuma sem minimuma.

f(l’) = 10g1/2‘r7 Df = (07 00)7 Rf =R

A fiiggvény szigoruan monoton csokken a pozitiv félegye-
nesen, Nincs sem maximuma sem minimuma.

f($) = _10g1/2 Z, Df = (Oa OO), Rf =R.

A fiiggvény szigortian monoton nd a pozitiv félegyenesen,
nincs sem maximuma sem minimuma. o S

r
+

f(x) = —logy @
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f(x)z]lgx|, Df:(0,00), Rf:[0,00).

A figgvény szigordan monoton csdkken a (0, 1] interval-
lumon, mert ha 0 < z; < x9 < 1, akkor Igx < 0, és
ezen az intervallumon a lg = fiiggvény szigorian monoton
nd, tehat az |lgz| = —lg o figgvény szigordan monoton
csokken. A fiiggvény szigordan monoton nd az [1, oo) fél-
egyenesen. Az x = 1 pont minimumhely, mert f(1) = 0,
és minden x € (0, 00) esetén f(z) > 0. A minimum érték

£(1) = 0.

No—

A
D’\ 1 2 3

f(z) = lgz|

4
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||| — 3]

-3 0 3

(Il| - 31)*
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o —0 4 @b
@0 34 @O
o0 2 - @O
10 @0
T T T T v T T T 1
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

_1_
|[]]
3.261.
-3 V3
0

2 —-3<0
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(x—3)2—-5>0

=<
Il
>
+
w
+
N
<
Il
w1

ver+3+4>5
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ve+3—-—12>0
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I
I
I
I
L\ b
1
yf(x+2)2+5I

I
I
I
I
I
I

. | | L

L

! + 5 6

(x +2)? -
3.269.
1 , 1
—|—-1>1 = - >2 = r#06s |z| < -.
T x 2

Ezért a megolddsok halmaza (—1/2,0) U (0,1/2).

™
A 4

;

\

—1>1
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1 1
— +1<2 = — <1 = |z| > L
i

IL‘2

Ezért a megoldédsok halmaza (—oo, —1) U (1, 00).

1
—+1<2
22

3.271. | A log, x fiiggvény szigortian monoton né a (0,c0) félegyenesen, log, 256 = 8. Ezért a
log, * < 8 egyenlGtlenség megolddsainak halmaza a (0, 256) nyilt intervallum.

~

64 128 192 256

log, z < 8



Fiiggvények — Megoldasok 138 U

3.272.| A log,, = fiiggvény szigortian monoton csdkken a (0, co) félegyenesen, log,; 100 = —2.
Ezért a log, ; v > —2 egyenlStlenség megolddsainak halmaza a (0, 100) nyilt intervallum.

20 40 60 80 100

~——

3.273. | A 27" < 64 fiiggvény szigortian monoton csokken a szdmegyenesen, 2~(~%) = 64. Ezért a
277 < 64 egyenlGtlenség megolddsainak halmaza a (—6, co) nyilt félegyenes.
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3.274. | A sinz fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv periédusa 2. A [0, 27] intervallumon beliil
)
az — értéket az v1 = — ésaz ry = il helyeken veszi fel. A két pont kozott a fiiggvényérték

2
1 1
nagyobb, mint —. Tehat a sinz > 5 egyenldtlenség megoldasai

{x:z+2k7r§x§%r+2k7r,k62}:

o0

| [x/6 + 2k, 57 /6 + 2kn].

k=—o0
1_
1
Y=3
y=sin(x)
C | C | I
3, ET)
6 6 6 6
_1_
. 1
sinx > —
2
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3.275. | A cosz fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv periédusa 2. A [0, 27] intervallumon beliil
)
az 3 értéket az 1 = g ésaz xy = ?ﬂ helyeken veszi fel. A két pont kozott a fiiggvényérték

kisebb, mint 5 Tehata cosz < 5 egyenldtlenség megoldasai

5 oo
{x : %+2k7r <z< §+2lm,k € Z} = |J /3 + 2k, 57/3 + 2k,
k=—o00
1
\ =3 /\ /
Y =cos(x)
LC | LC |
| 15 S, Iy i,
3 3 3 3
,1_
1
cosx < —
-2
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3.276. | A tgx fiiggvény periodikus, legkisebb pozitiv periédusa 7. Nincs értelmezve a g + k7
helyeken. A [—m/2, /2| intervallumon beliil a tg z fliggvény szigordan monoton ng, az 1
értéket az & = — helyen veszi fel. A (—7/2,7/4) intervallumban a fliggvényérték kisebb,

mint 1. Tehdt a tg x < 1 egyenl6tlenség megolddsai

{x:—g+kﬂ<x<%+kﬂ,k€Z}= U (=m/2 + km, 7 /4 + k).
k=—0o0
4_
3 y=1g(x)
”-
y=1
7 N 7 //< ¢ //:
N4 W T Y
2"/ 11 2 2 2 2
_2_
,3—
_4—
tgr <1

N\

N

y=Ix—4|

=M
~ o

[4—x| <3
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y=17+x

N

' 7
-7 -4 0

|
s )
(=)

|7+ x| < 3
Adott r sugaru kor esetén jelolje ¢, illetve k a feleakkora sugaru kor teriiletét illetve kertiletét,
T pedig az r sugaru kor teriiletét.
T = 7r?, t=—r" k= mr.

Innen
T = f(t) = 4t, T:g(k):?.

Ha a gomb sugara r, akkor felszine

A = 4nr?,
térfogata pedig
4
V= —nar’
7T

A térfogat képletébdl fejezziik ki r-et, majd helyettesitsiik be a felszin képletébe:

1 2
3V\3 3V\3

Tehat a gomb felszine a gdbmb térfogatdnak fiiggvényében

A= f(V)=V36mV2.

Ha a kocka élének hossza a, akkor térfogata V = a?, felszine A = 6a?, testdtléja pedig
d = av/3. Igy tehit a keresett fiiggvények:

d3
V=fd=—, A= g(d) = 2d*,
fd)= T o(@)
Mindkét fiiggvény értelmezési tartomanya a (0, 00) félegyenes (ha nem engedjiik meg az
elfajult, 0 élhosszusdgu kockat).
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3.290.

3.291.

Ha a kocka élének hossza a, akkor térfogata V' = ¢, testatl6ja pedig d = a+/3. Igy tehdt a

keresett fiiggvény:
d=f(V)=+3-VV.

A fiiggvény értelmezési tartoménya a (0, co) félegyenes (ha nem engedjiik meg az elfajult, 0
élhosszusagu kockat).

Az r sugaru, o kozépponti szogii korcikk tertilete:

T=fla)= %7’04.

Itt v a fiiggetlen valtozo, r pedig egy rogzitett konstans (paraméter).

A medencébe percenként 500 liter = 0.5 m? viz folyik be. Ezért a medence vizének magas-

0.5 .
sdga percenként 250 = 0.002 métert emelkedik. Igy a medence vizének h magassdga a csap

megnyitdsa utdn ¢ perccel
h(t) = 0.002t.

A 2 méter mély medence 3/4 része 3/2 métert jelent, igy az ehhez sziikséges id6t (percben
mérve) a

3
- =0.002¢t
2

egyenletbdl kapjuk. Innen ¢ = 750 perc, azaz 12 6ra 30 perc. Tehét a délben kinyitott csap
esetén €jfél utan 30 perccel lesz tszasra alkalmas masfél méter a viz magassaga.

Az a élii kocka testitléja d = a+/3. Ez éppen a gomb atmérsje (ha a gémb kdzéppontja
megegyezik a kocka szimmetria kdzéppontjaval), azaz
V3

R(a) = 5 a

Az R sugard gomb pontosan akkor érinti az a €l{ kocka éleit, ha a gdmb kézéppontja meg-
egyezik a kocka szimmetria kozéppontjaval és a kocka lapatlja megegyezik a gomb atmé-
rojével, azaz

aV2=2R, a=f(R)=RV2

Fejezziik ki az id6t a sebesség fiiggvényeben (a sebesség fiiggvény inverze):
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3.292. | Hasznéljuk az dbra jeloléseit!

Az ablak teriilete m
r? l :

keriilete pedig

l
k(h):2h+l+r7r:2h+l+§.

3.293. | Ha r jeloli a gomb sugardt, akkor a gomb felszine
A = 4mr?.
A kétszer akkora sugari gomb térfogata pedig

32713
V = )
3

Az utébbi képletbdl fejezziik ki r-et:

b o3V L3V
V32 2V an

Ezt behelyettesitve a felszin képletébe

2 2
A:A(V):27r</9V :{’/%V .

1672 2

3.294. | Ha h(t) jeloli a tartdlyban levs viz magassagat, V () pedig a térfogatét a t idGpontban, akkor

h(t)=h—vt,  V(t)=Th(t) = T(h - vt).

Ezek a képletek akkor érvényesek, amikor a magassag, illetve a térfogat nem negativ, azaz

h

0<t<—
v

3.300. | Ezek apontok azy = x + 2km, k € Zésazy = —x + (2k + 1)w, k € Z dsszefiiggéssekkel

megadott pontok a sikban, ez két, parhuzamos egyenesekbdl 4ll6 gorbesereg.
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siny = sinx
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Sorozatok

45. | 2,510, 17,26, 37,...,k* +1, (k+1)*+1=k*4+2k+2,...

k kE+1
I Rr2

4 5 6
7757677

[GVRI
B~ w

1
27

—V'k, hak prim —vk—+1, hak+1prim
4.7 —V2,— — . ' ’ .
4, =V2,=V3,7,-V5,9,..., { k+3 egyébként ’ k+4  egyébként ’

P

0,0,0, 1, -1, 1{ L. hakpdros ,{—17 ha k piros

—1, ha k paratlan 1,  hak pératlan

~1,1,-1,0,0,0,...,0,0,...

4.10. 37 17 il? §7 g7 1_4,-.-, 1 ) 1 PARIRE
0, 1, 17 §, §, E,...,ak72+ak*1’ ak*1+ak,‘“
2478 16 2 9

4.12. 07 17 17 27 37 ‘57"-7ak72+a/k717 ap—1 =+ Qg, - -

4.18. | Han > 10, akkor n* > 1000, és ezért n + 1000 < 2n3. Ezt felhaszndlva

3nt +2n2 +1 > 3n* > 20 > n? + 1000

biztosan teljesiil, ha 3n > 2, azaz n > 2/3, és n > 10. Tehdt minden N > 10 egész szdm
esetén, han > N, akkor 3n* + 2n2 + 1 > n® + 1000. Ez végtelen sok megoldds N-re, de
N = 10 nem a lehet6 legkisebb.

4.19. | Legyen n > 10, és ezért n* > 1000.

4
3nt —2n% > n® + 1000 < 3n* > 3n> + 1000 < 3n* > 4n® — n>z.

Tehat minden N > 10 egész szdm megoldas.

4.21. | Nincs a sorozatnak 100-ndl nagyobb tagja, mert

_VIHVREVBE YR v 2V 2
1+2+3+ - +n nn ) ntl e
2

n
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Vegyes feladatok
(a) = piros, (z — 3)% zold. (b) (x + 5)? piros, 2% z6ld.
(¢) (z — 3)% piros, 2% — 5 zold. (d) (z — 3)* + 5 piros, (x + 3)? — 5 zold.
(e) x? piros, z* zold. (f) \/z piros, /z zold.
(a) 22 piros, |23| zold. (b) V2 piros, 2/ zold.
(¢) —/x piros, \/—x z6ld. (d) {—=} piros, —{x} zold.
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Sk

-2n - 0.

~0.54

sin 2
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-200

-400 1

-600

-800 1

-1,000

—2%

1,000 +

800

600

400

200 +
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5_
1 47
3_
-2 -1 0 1 2
2_
+ 14 (C
0 0 2
sgn T x?, haxz < /2
1, haz > V2

M 1-—~)
-2 -1 0 1 2
[C, ) (——)

sgn sin Tx
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(a) péros:

517 ]
II
t ] 4 /
\ /
\ 5 /
\ 3 /
\\ /
21 /
\ 27 /
\\ /
_———O 1 O
\ " //
N\ /
> /
2 0 2
2 0 2
w27 ha |£B| S 2 132
1, ha |z| > 2
I o——) 1 (O ———
2 1 0 1 2
O = = =0

—sgn sin(7 |x|)
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(b) pératlan:

% ; T~ 3
_ \
/5 24 \
/ \
| \
/ \\
1 -4 -4 - 1
? ha |z| <2 s 2
. = —sgnx-x
Sen T { 1 ha|z|>2
O—C) 14
2 1 0 1 2
 — @= — — —0

(a) - (a),

5.10. | Hamis. Ellenpélda: pl. z = 1 esetén /2 # 2.

(b) - (d)

Tobb nincs, az (f) alatti dbra nem fiiggvénygrafikon!

S.11. | Hamis. Ellenpélda: pl. z = 2.

—sgnsin Tx

S.12. | Hamis. Ellenpélda: pl. = = 1 (az egyenlStlenség pontosan akkor igaz, ha x < 1 és z # 0).

5.13. | Hamis. Ellenpélda: pl. z = 1 (az egyenl&tlenség pontosan akkor igaz, ha z > 1).
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5.14.

5.15

5.16.

5.17

5.18.

5
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i —

5.21.
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5.23.

wn

o :
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e :

2

=

5.26.

I

27

e
i
5

o
)
=

5.30.

Hamis. Keressiink ellenpéldat!
Hamis. Keressiink ellenpéldat!
Hamis. Keressiink ellenpéldét!
Hamis. Keressiink ellenpéldat!

Hamis. Keressiink ellenpéldét!

. ., 1 1 1
Hamis. Ellenpélda: / — = — # —haz < 0.
z2 x| "oz

Hamis. Ellenpélda: pl. x = 1. Csak = = 0 esetén van egyenldség.
Hamis. Ellenpélda: pl. x = —2. Csak x > 0 esetén van egyenl8ség.
Igaz, mert szorzat abszolit értéke az abszolit értékek szorzata.
Hamis. Ellenpélda: pl. x = —2.

Hamis. Ellenpélda: pl. x =

N | — N | =

Hamis. Ellenpélda: pl. x =

Igaz. Barmely szdm tortrésze megegyezik a szdm és egész részének a kiilonbségével:

{a} =a —lal.

Hamis. Keressiink ellenpéldat!
Hamis. Keressiink ellenpéldét!
Igaz. Ld. a 5.26. feladatot.

Hamis. Keressiink ellenpéldat!
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5.31.

!

5.3

5.33.

5.34.

5.35.

5.36.

l

5.3

5.38.

5.39

o
F
S

S541.

5.42

5.43.

Igaz. A tortrész nem negativ!
Igaz. sin 3(z + 67) = sin(3x + 187) = sin 3x.
Hamis, ha sin x negativ, példdul x = —g esetén.

Igaz. Hasznaljuk az addicios képleteket!

1 —cos2z  sin®z + cos?z — (cos? ¥ — sin® x) )

= =sin“zx
2 2

Igaz. Haszndljuk az addiciés képleteket!
Hamis, példdul ha x = /2. A sin z fiiggvény pdratlan, de nem paros!
Igaz, a cos x fiiggvény paros fliggvény.
Hamis. Ne keverjiik a fokot a radidnnal!
Igaz ott, ahol mindkét oldal értelmes, azaz x # 7/2 + (2k + 1)m:

sinx COS T 1

tgx = , ctgr = ——, tgr = .
Ccos sin x ctgx

Igaz, bizonyitsuk be indirekt médon (1d. a 2.4. feladatot).

Igaz. Irraciondlis szdm reciproka irraciondlis, és az el6z6 feladat szerint /5 irracionalis.

1
7
Az éllitas tagaddsa: ab € Q és (a ¢ Q vagy b ¢ Q).

Hamis. Ellenpélda: a = V2, b=

Igaz. Indirekt médon tegyiik fel, hogy az allitds tagaddsa igaz.
Az allitds tagaddsa: ab ¢ Qés (a € Qésb € Q).

Mivel barmely két raciondlis szdm szorzata raciondlis, ezért az allitds tagaddsa hamis, tehat

az eredeti allitds igaz.

154 U
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E Hamis. Ellenpélda: ¢ = v/2, b = 2.

Az éllitas tagaddsa: ab ¢ Q és (a € Q vagy b € Q).

S5.45. | Hamis. Ellenpélda: z = 1.

Megjegyzés: Mivel a bal oldal mindig pozitiv, a jobb oldal pedig mindig negativ, ezért
barmely x € R megfelel ellenpélddnak.

Az allitas tagaddsa: van olyan z, amelyre 27% # —2%

5.46. | Hamis! Nincs olyan x, amelyre a bal oldal is értelmes €s a jobb oldal is értelmes!

Az éllitds tagaddsa: van olyan x, amelyre — log, © # log,(—x).

l

54 Hamis. Ellenpélda: x = .

) 1 T
Az allitas tagaddsa: sinx < 3 ésx > 5

S.48. | Igaz. A 27 fiiggvény minden értéket csak egyszer vesz fel (invertalhat6).

Az 4llits tagaddsa: 2° = 2% és x # 3.

l

54 Hamis. Ellenpélda: x = % + 27

T 7T
Az dllitas tagadasa: cos x = cos 5 ésx # r

5.50. | Hamis.

] 211 < 7T)+1 ( 7r)+1 < 7r> 1 (2, T T . 7r)
0 0 sin — 0 CcOoS — 0 sin— ) = lo SIn — cos —sin — | =
g5 g5 | S1 6 g5 6 g5 | S1 3 g5 1 6 6 1113

™ ™

: : 3 3
= log; <s1n§ sin §> = log; <Z> # 0, mert 1 #+ 1.

S.51. | Igaz az dllitds, indirekt médon bizonyitjuk: ha f szigordan monoton, akkor f(1) # f(2). Ha
f(1) < f(2), akkor f(—2) > f(—1), tehdt az f nem szigordan nS. Ha viszont f(1) > f(2),
akkor f(—2) < f(—1), tehdt az f nem szigordan csokken.

5.52. | Igaz az dllitas. Ha f szigorian monoton novd, akkor f(—1) < f(1), és ezért f(—1) # f(1).

5.53. | Igaz az éllitds. Legyen tehdt f szigordan novd R-en. Ekkor f(—1) < f(0) < f(1), és ezért
f(=1) # f(1), tehat f nem pdros fiiggvény.
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5.56.

5.57

5.58.

!

5.5

5.60.

5.61.

5.62.

5.63

5.64.

Hamis az dllitds, példdul az f(z) = x fiiggvény szigordan nd és pdratlan.

Tagadds: Van olyan f fliggvény, amelyik szigorian né és pdratlan.

Nem igaz, példaul az f(x) = sinx fiiggvény pératlan, de vannak csokkend és vannak nové
szakaszai is.

Tagadds: Van olyan f fiiggvény, amelyik paratlan és nem szigoriian monoton az egész szam-
egyenesen.

Igaz az dllitas. Ha az f fliggvénynek a p (nem nulla szdm) periédusa, akkor minden k € 7Z
esetén kp is periddus €s kiilonbozd k-k esetén ezek kiilonbozd szamok.

Igaz az éllitds. A konstans fiiggvénynek minden nem nulla szdm, és ezért minden pozitiv
szam periddusa, de nincs legkisebb pozitiv szam!

Nem igaz az 4llitds. A sin 2z + cos 3x fliggvénynek a 27 is periddusa. Azt viszont, hogy a
21 a legkisebb pozitiv periddus, nem konnyd bizonyitani.

Tagadés: A sin 2z + cos 3z legkisebb pozitiv periédusa nem a 67r.

Igaz, mivel g(z) = log, x értelmezési tartomdnya (0, 0o0), sin  pedig mindeniitt értelmezett.

Nem igaz, példaul z = —n/2 esetén f(—n/2) = —1 < 0 és g nincs értelmezve a negativ
szdmokon.

Tagadas: Az f(z) = sinx és g(z) = log, x esetén g (f(x)) értelmezési tartomanya nem az
egész R.

Nem igaz. Az f(x) = x fuggvény grafikonjdnak az y = z egyenes szimmetriatengelye, de
az x fiiggvény nem paros.

Tagadds: Van olyan fiiggvény, amelyiknek a grafikonja tengely-szimmetrikus, de nem paros.

Nem igaz. Az f(x) = cosz fiiggvény ellenpélda.

Tagadds: Van olyan fiiggvény, amelyiknek a grafikonja szimmetrikus a sik valamelyik pont-
jéra, de nem pdratlan fiiggvény.

Hamis. Ellenpélda: x = —6.
Tagadés: 22 > 25 és z < 5.

Igaz.

Pozitiv z-eken az x? fiiggvény szigordan monoton nd, ezért ha x > 5, akkor 2% > 5% = 25.
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5.65.

5.66
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5.70.

S5.71.

5.72

SN

5.74.

SN

5.76

5.77.

Hamis. Ellenpélda: a = —1, b = —1.

b~ Vb,

Tagadds: Van olyan valés a, b szdm, amelyre ot

Igaz. Példaul legyen f(z) = 1.
Megjegyzés: A konstans fiiggvények azok, amelyek egyszerre nének és csokkennek (de nem

szigoruan).

Hamis. Ellenpélda: f(z) = sinrzx.

Tagadas: Az f fiiggvény nem monoton névé (0, 1)-en és nem monoton csékkend (0, 1)-en.

Hamis. Ellenpélda: z2.

Tagadds: Van olyan fiiggvény, amelyik nem invertdlhato.

Hamis. Ellenpélda: z2.

Tagadds: Van olyan péros fiiggvény, amelyik nem invertdlhato.

Hamis. Ellenpélda: sin z.

Tagadds: Van olyan pdratlan fiiggvény, amelyik nem invertalhato.
Igaz. A fiiggvény nem egy-egy értelmd, mert f(—1) = f(1).

Hamis. Ellenpélda: f(z) = sinz.

Tagadds: Van olyan f fiiggvény, amelyik paratlan és nem invertdlhat6.

Igaz, mert ha az f : R — R fliggvény pdaros, akkor nincs inverze 5.71. feladat.

Megjegyzés: Ez a 5.71. allitas kontrapozitiv verzidja.

Hamis. Ellenpélda: x + 1.

Tagadds: Van olyan f fiiggvény, amelyiknek van inverze és nem pdratlan.

Igaz. Legyen = € A tetszGleges. Mivel A C B, ezért « € B. Es mivel B C C, ezért z € C.
Igaz, ez éppen a részhalmaz definicidja.

Nem igaz, példdul ha A = B = [0, 1], akkor C' = [0,1] és C'\ B = () # A.
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5.78.

5.79.

5.80

5.81.

5.82

5.83.

5.84.

5.85.
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5.89.

5.90.

591

5.92.

Nem igaz, példdul ha A = [0, 1], B = [0,2], akkor A\ B = () és A # B.

Megjegyzés: ne keverjiik 6ssze a kivonast a halmazok kiilonbségével! Annyi viszont igaz,
hogy ha A\ B = (), akkor A C B

Nem igaz, példdul ha A = [0,2], B =[1,3],akkor C = ANB=[1,2]és A Z C.

Megjegyzés: ne keverjitkk 6ssze a metszetet az unidéval. Az allitds az ,,uniéra” igaz: ha
AUB = (C, akkor A C C.

Igaz, a kovetkeztetés ,,tranzitiv”’. Leolvashat6 példdul az igazsdgtablazatbol.
Igaz az implik4ci6 definicidja miatt.

Igaz az implikéci6 definicidja miatt.

Nem igaz. Példdul, haP:z > 3,Q:z > 2, R: z > 1.

Igaz, sin(3(x 4 67)) = sin(3z + 187) = sin 3z.

7
Nem igaz, ha példaul x = 7, akkor tg g #tg %

Nem igaz, ha f(x) péros, akkor példaul f(—1) = f(1) ésezért f(—1) £ f(1).

Igaz, legyen f(z) = 2.

Nem igaz, egy fiiggvénygrafikont minden fiigg6leges egyenes legfeljebb egy pontban metsz,
viszont példaul a kor kozéppontjan athaladé fiiggbleges egyenes a kort két pontban metszi.

Nem igaz, legyen példaul

—1, haz <0
f(x):{ 1 hax > 0.

)

) 1 ) )
Nem 1gaz, az a,, = — sorozat se nem szamtani, s€ nem mertani sorozat.
n

7

Igaz, 1d. az el6z06 feladatot.

Igaz, legyen példaul a,, = (—1)"n.
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5.93. | Nem igaz, legyen példaul a,, = 1 — %

5.101. | Nem helyes, az 6sszegnek tagjai vannak.

5.102. | Helyes.

5.103. | Helyes.

5.104. | Nem helyes, a szorzatnak tényez3i vannak.

5.105. | Helyes a mondat, de nem igaz.

5.106. | Helyes és igaz.

5.107. | Helyes, a halmaznak elemei vannak és igaz az éllitas.

5.108. | Helytelen, a halmaznak elemei vannak.

S.109. | Helytelen, a sorozatnak tagjai vannak.

5.110. | Helyes és igaz is.
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